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含微结构二维固体中非对称孤立波的存在条件∗
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摘要　 根据 Ｍｉｎｄｌｉｎ 微结构理论重新推导了含微结构的二维固体中孤立波传播的控制方程．利用行波变换，

把复杂的非线性偏微分方程组简化为一非线性常微分方程．最后用动力系统定性分析理论，分析了含微结构

的二维固体中孤立波的存在条件及其几何特性，证明了当介质中的某些参数满足适当条件时，在含微结构

的二维固体中可以存在一种非对称孤立波．

关键词　 微结构二维固体，　 孤立波，　 存在条件

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃０７８

引言

随着科学技术的发展，非线性物理在实际应用

中越来越受到重视，孤立波作为非线性物理的一个

重要分支也体现出了很高的研究价值．近年来人们

研究发现微结构固体中传播的孤立波对微结构固

体材料的无损检测具有重要意义．由于受科学技术

手段的限制，在高维系统中孤立波的形成与传播问

题的研究具有相当的难度，因此大部分研究都集中

在一维情况下的控制方程［１－７］ ．文献［８］中通过计

算，给出了一维场中的孤立波传播模型，并说明该

系统所描述的孤立波具有非对称的结构特点．文献

［９］利用平面动力系统定性分析的方法，证明在微

结构固体中当介质中的参数和孤立波的速度满足

一定条件下，受微尺度非线性效应的影响可以形成

非对称和对称的孤立波． 文献［１０］推导出了二维

Ｍｉｎｄｌｉｎ 介质中波传播的控制方程，在不同初始条

件下，利用数值模拟的方法给出了相应结果．
本文首先依据文献［１０］的研究工作，并根据

Ｍｉｎｄｌｉｎ 微结构理论重新推导含微结构的二维固体

中波传播的控制方程．然后利用行波变换，把复杂

的非线性偏微分方程组简化为一非线性常微分方

程．最后利用相图分析方法和数值方法对孤立波的

存在条件进行讨论、分析和验证．

１　 控制方程

依据文献［１０］的研究，对含微结构的二维固

体控制方程的建立要基于两个向量场，即宏观位移

向量 Ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ｉ＋ｖ（ｘ，ｙ，ｔ） ｊ 和微观形变

向量 Θ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ψ（ ｘ，ｙ，ｔ） ｉ＋φ（ ｘ，ｙ，ｔ） ｊ，其中 ｘ，ｙ
是空间坐标，ｔ 是时间．本文只考虑正应变，忽略微

观层面上的剪切应变．因此，微结构固体中纵波传

播的二维运动方程为［１０］：
ρＵｔｔ ＝Ñ·σ＋ｂ
ＩΘｔｔ ＝Ñ·η＋τ （１）

其中，Ｕ 表示宏观位移，σ 表示宏观应力，ｂ 表示外

部体力，Θ表示微形变，η 表示微观应力，τ 表示相

互作用力，ρ 和 Ｉ 分别表示的宏观质量密度和微惯

性，它们可分别表示为
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方程（１）所描述系统的动能是通过式 Ｔ ＝ ρ ／ ２（ｕ２
ｔ ＋

ｖ２ｔ ）＋ｌ ／ ２（ψ２
ｔ ＋φ２

ｔ ）获得，自由能函数 Ｗ 的变化取决
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于宏观位移 ｕ，ｖ 的局部空间导数，微形变 ψ，φ 以及

微形变的一阶导数．因此，设自由能具有以下形式

Ｗ＝ １
２
（Ａ１ｕ２

ｘ＋Ａ２ｕ２
ｙ＋Ａ３ψ２

ｘ＋Ａ４ψ２
ｙ＋Ａ５ψ２）＋

１
２
（Ｂ１ｖ２ｘ＋Ｂ２ｖ２ｙ＋Ｂ３φ２

ｘ＋Ｂ４φ２
ｙ＋Ｂ５φ２）＋

１
２
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１
６
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ｘ＋Ｄ２ψ３
ｘ） （２）

利用自由能函数，计算出 σ，ｂ，η 和 τ，并代入运动

方程（１）可得：
ρｕｔｔ ＝Ａ１ｕｘｘ＋Ａ２ｕｙｙ＋Ｃ１ｖｘｙ＋Ａ６ψｘ＋

Ａ７φｙ＋
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Ｉψｔｔ ＝Ａ３ψｘｘ＋Ａ４ψｙｙ＋Ｃ２φｘｙ－Ａ６ｕｘ－
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为了把方程组（３）无量纲化，引入无量纲变量：
ｘ＝ＬＸ，ｙ＝ＬＹ，ｕ＝ＬＵ，ｖ＝ＬＶ，ｔ＝ＬＴ ／ ｃ０，
δ＝ ｌ２ ／ Ｌ２ （４）

这时方程组（３）变为下列无量纲方程：
ＵＴＴ ＝ａ１ＵＸＸ＋ｂ１ＵＹＹ＋λ０ＶＸＹ＋ｃ１ψＸ＋

ｄ１φＹ＋
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ｄ４ＵＹ－ｅ２φ， （５）

其中的系数通过计算可以得到，部分系数关系如

下：
ａ１ ＝Ａ１ ／ ρｃ２０，ｂ１ ＝Ａ２ ／ ρｃ２０，λ０ ＝Ｃ１ ／ ρｃ２０，
ｅ２ ＝Ｂ５ ／ （ Ｉ∗ρｃ２０） （６）

分别把 ψ 和 φ 按照 δ１ ／ ２的幂级数展开，再利用从属

原理［１１］可得到：
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把（７）和（８）式代入方程（５），并忽略高阶小项，可
得到关于位移 Ｕ 和 Ｖ 的控制方程
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２　 行波变换

对控制方程（９）进行如下行波变换：
Ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ｖ（ｋ１ｘ＋ｋ２ｙ－ωｔ），
Ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ｕ（ｋ１ｘ＋ｋ２ｙ－ωｔ），
ξ＝ ｋ１ｘ＋ｋ２ｙ－ωｔ

则方程（９）变为：
Ａｕξξ＋Ｂｖξξ＋Ｃ （ｕ２

ξ） ξ＋Ｄｕξξξξ＋Ｅ（（ｕξξ） ２） ξξ ＝ ０，
ｖξξ ＝Ｆｕξξ
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整理得：
α１ｕξξ＋（ｕξ

２） ξ＋α２（ｕ２
ξξ） ξξ＋α３ｕξξξξ ＝ ０ （１０）

式中 α１ ＝ （Ａ－ＢＦ） ／ Ｃ，α２ ＝ Ｅ ／ Ｃ，α３ ＝ Ｄ ／ Ｃ．对方程

（１０）做变换 ｕξ ＝ω，再对 ξ 积分一次可得：
ω２＋α１ω＋２α２ωξωξξ＋α３ωξξ ＝ ０ （１１）

求出方程（１１）的精确解比较困难，故先求出微尺

度非线性效应为零（即 α２ ＝ ０）时的精确解．利用求

解非线性方程的函数展开方法，求解可得

ω＝Ａ０－
３
２
α１＋３Ａ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ·ｓｅｃｈ２（Ｋ·ξ） （１２）

这里 Ｋ＝ １
２

－
α１＋２Ａ０

α３
，Ａ０ ＝ ０ 或－α１ ．解（１２）表明，

不考虑微尺度非线性效应时，在含微结构的二维固

体中可存在一种对称钟型孤立波．若考虑微尺度非

线性效应，在含微结构的二维固体中所形成的孤立

波的形状特征，可以与孤立波解（１２）进行比较分析．

３　 含微结构二维固体中非对称孤立波的存

在条件及证明

令 ω＝ ｘ，ｘξ ＝ ｙ 以把上述方程（１１）改写为下面

的平面系统：
ｄｘ
ｄξ

＝ ｙ

ｄｙ
ｄξ

＝ －
ｘ２＋α１ｘ
２α２ｙ＋α３
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î
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ï
ïï

ï
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（１３）

为了避免该系统中的奇直线 ｙ ＝ －α３ ／ ２α２ 对相图分

析带来的困难，做如下变换：
ｄξ＝（２α２ｙ＋α３）ｄτ

在此变换下，系统（１３）就变成二维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统：
ｄｘ
ｄτ

＝ ｙ（２α２ｙ＋α３）

ｄｙ
ｄτ

＝ －ｘ２－α１ｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１４）

对系统（１４）进行首次积分，得到相应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
函数：

Ｈ（ｘ，ｙ）＝ １
２
α３ｙ２＋ ２

３
α２ｙ３＋ １

３
ｘ３＋ １

２
α１ｘ２ ＝ｈ

（１５）
在拓扑意义下，除奇直线外，系统（１３）和系统（１４）
有相同的相图，所以只需要研究系统（１４）相图就

可以了解系统（１３）的相图分布．可知系统（１４）有

下列几个平衡点：（０，０），（－α１，０），（０，－α３ ／ ２α２）和
（－α１，－α３ ／ ２α２） ．设 Ｅ（ｘ，ｙ）为系统的任一平衡点，Ｊ
（ｘ，ｙ）表示系统（１４）在平衡点 Ｅ（ｘ，ｙ）处的 Ｊａｃｏｂｉ
行列式的取值，该点的系数行列式用 Ｍ（ ｘ，ｙ）表

示，则：
Ｊ（ｘ，ｙ）＝ ｄｅｔＭ（ｘ，ｙ）＝ （２ｘ＋α１）（４α２ｙ＋α３）

平面动力系统的定性分析理论表明，对于任意平衡

点 Ｅ（ｘ，ｙ）而言，当 Ｊ（ｘ，ｙ）＜０ 时，平衡点 Ｅ（ｘ，ｙ）是
鞍点；当 Ｊ（ｘ，ｙ） ＞０ 且迹 Ｔ（Ｍ（ｘ，ｙ））＝ ０ 时，平衡

点 Ｅ（ｘ，ｙ）是中心点；当 Ｊ（ｘ，ｙ） ＝ ０ 且其 Ｐｏｉｎｃａｒｅ
指数为零时，平衡点 Ｅ（ ｘ，ｙ）是尖点．下面按 Ａ０ 的

不同取值，分两种情况讨论：
情况 １　 在 Ａ０ ＝ ０ 的情况下，当 α１ 与 α３ 异号

时平衡点（ －α１，－α３ ／ ２α２）和（０，０）是鞍点，（ －α１，
０）和（０，－α３ ／ ２α２）是中心点．此时，通过相图分析可

以得出以下结论：

图 １　 系统相图与非对称孤立波解

（ａ）当 α１ ＝ ０．９、α２ ＝ ０．２、α３ ＝－０．５ 时系统（１３）的相图和（ｂ）存在

微尺度非线性效应时的孤立波（实线）与孤立波（１２）（点线）的比较

Ｆｉｇ．１　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ）Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１３） ｗｈｅｎ α１ ＝ ０．９、α２ ＝ ０．２、α３ ＝－０．５；

（ｂ）Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｏｒｍｅｄ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｍｉｃｒｏｓｃａｌｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｅｆｆｅｃｔ （ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ） ａｎｄ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ（１２） （ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅ）

１）由相图 １（ａ）可以看出，当 Ａ０ ＝ ０，α１＞０，α３＜０
时，相平面上存在一条不被奇直线分割的同宿轨道，
这就是从鞍点（０，０）出发围绕中心点（０，－α３ ／ ２α２）
又回到该鞍点的同宿轨道．它存在于 ｙ 轴的左侧，对
ｘ 轴非对称．这条同宿轨道可以无限接近于另一个在

奇直线上的鞍点（－α１，－α３ ／ ２α２），可是不能通过该

点．假设在极限情况下通过该鞍点，将鞍点坐标代入

同宿轨道方程可以得出 α２ ＝ ± １
２
（－α１·α３） １ ／ ２α３

α１
２ ．这

表明此同宿轨道存在时要满足的条件为：

－ １
２
（－α１·α３）１ ／ ２α３

α１
２ ＜α２＜

１
２
（－α１·α３）１ ／ ２α３

α１
２

３１２
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由动力系统的同宿轨道与偏微分方程的孤立波解

之间的关系可知，此同宿轨道是满足边界条件

ξ →∞，ω，ωξ，ωξξ→０ 的钟型孤立波解．因此，可得

到下面的结论 １．

结论 １　 当 Ａ０ ＝ ０，α１＞０，α３＜０，且 α２ 满足－ １
２

（－α１·α３） １ ／ ２α３

α１
２ ＜α２ ＜

１
２
（－α１·α３） １ ／ ２α３

α１
２ 时，在含微

结构的二维固体中存在一种满足边界条件 ξ →
∞，ω，ωξ，ωξξ→０ 的非对称孤立波．这种非对称孤立

波是由于二维微结构中微尺度非线性效应的存在

而破坏原本的平衡，并重新建立平衡后形成的新孤

立波．图 １（ｂ）中给出的数值计算的结果证实了这

一结论．从图 １（ｂ）中可以清晰的看出，在微尺度非

线性效应的影响下所形成的孤立波是一种反钟型

孤立波，具有明显的非对称性．

图 ２　 系统相图与非对称孤立波解

（ａ）当 α１ ＝－１、α２ ＝０．６、α３ ＝１．２ 时系统（１３）的相图和（ｂ）存在微尺度

非线性效应时的孤立波（实线）与孤立波（１２）（点线）的比较

Ｆｉｇ．２　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ）Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１３） ｗｈｅｎ α１ ＝－１、α２ ＝ ０．６、α３ ＝ １．２；

（ｂ）Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｏｒｍｅｄ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｍｉｃｒｏｓｃａｌｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｅｆｆｅｃｔ （ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ） ａｎｄ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ（１２） （ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅ）

２）由相图 ２（ａ）可以看出，当 Ａ０ ＝ ０，α１＜０，α３＞
０ 时，在相平面上同样存在一条不被奇直线分割的

同宿轨道．它是从鞍点（０，０）出发，绕中心点（０，
－α３ ／ ２α２）又回到鞍点的同宿轨道．它位于 ｙ 轴的右

侧，相对 ｘ 轴也是非对称的．同理可得这一同宿轨

道存在时需要满足的条件：

－ １
２
（－α１·α３）１ ／ ２α３

α１
２ ＜α２＜

１
２
（－α１·α３）１ ／ ２α３

α１
２ ．

同样，根据平面动力系统同宿轨道与偏微分方程的

解之间的对应关系可得到结论 ２．

结论 ２　 当 Ａ０ ＝ ０，α１＜０，α３＞０，且 α２ 满足：－ １
２

（－α１·α３） １ ／ ２α３

α１
２ ＜α２ ＜

１
２
（－α１·α３） １ ／ ２α３

α１
２ 时，在含微

结构的二维固体中存在一种满足边界条件 ξ →
∞，ω，ωξ，ωξξ→０ 的非对称钟型称孤立波．从图 ２
（ｂ）中给出的数值计算的结果同样可以看出这一

结论．
３）由平面动力系统的定性分析理论可知，在其

他条件下，在含微结构的二维固体中不可能存在满

足边界条件 ξ →∞，ω，ωξ，ωξξ→０ 的孤立波．
情况 ２　 在 Ａ０ ＝ －α１ 的情况下，当 α１ 与 α３ 同

号时平衡点（０，－α３ ／ ２α２）和（－α１，０）是鞍点，（－α１，
－α３ ／ ２α２）和（０，０）是中心点． 此时，通过分析相图

结构可得出以下结论：
１）由相图 ３（ａ）可以看出，当 α１＞０，α３＞０ 时，相

平面上存在一条从鞍点（０，－α３ ／ ２α２）出发绕中心

点（０，０）又回到该鞍点且不被奇直线分割的同宿

轨道，它存在于原点周围，与 ｘ 轴非对称．此同宿轨

道存在时所要满足的条件是：

－ １
２
（α３ ／ α１） ３ ／ ２＜α２＜

１
２
（α３ ／ α１） ３ ／ ２ ．

因此，可得到如下结论：
结论 ３　 当 Ａ０ ＝ －α１，α１＞０，α３＞０，且 α２ 满足－

１
２
（α３ ／ α１） ３ ／ ２ ＜α２ ＜

１
２
（α３ ／ α１） ３ ／ ２时，在含微结构的

二维固体中存在一种满足边界条件 ξ →∞，ω→
Ａ０，ωξ，ωξξ→０ 的非对称孤立波．同样从图 ３（ｂ）中

的数值计算结果得到验证．

图 ３　 系统相图与非对称孤立波解

（ａ）当 α１ ＝１、α２ ＝０．６、α３ ＝１．２ 时系统（１３）的相图和（ｂ）存在微尺度

非线性效应时的孤立波（实线）与孤立波（１２）（点线）的比较

Ｆｉｇ．３　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ） Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１３） ｗｈｅｎ α１ ＝ １、α２ ＝ ０．６、α３ ＝ １．２；

（ｂ）Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｏｒｍｅｄ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｍｉｃｒｏｓｃａｌｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｅｆｆｅｃｔ （ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ） ａｎｄ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ（１２） （ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅ）

４１２
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２）由相图 ４（ａ）可以看出，当 α１＜０，α３＜０ 时，相
平面上在原点周围同样存在一条不被奇直线分割、
与 ｘ 轴非对称的同宿轨道．这就是从鞍点（０，－α３ ／
２α２）出发绕中心点（０，０）又回到该鞍点的同宿轨

道．此同宿轨道存在时要满足的条件是 － １
２

（α３ ／

α１） ３ ／ ２＜α２＜
１
２
（α３ ／ α１） ３ ／ ２ ．

于是，可得到结论 ４．
结论 ４　 当 Ａ０ ＝ －α１，α１＜０，α３＜０，且 α２ 满足－

１
２
（α３ ／ α１） ３ ／ ２ ＜α２ ＜

１
２
（α３ ／ α１） ３ ／ ２时，在含微结构的

二维固体中存在一种满足边界条件 ξ →∞，ω→
Ａ０，ωξ，ωξξ→０ 的非对称孤立波．从图 ４（ｂ）中给出

的数值计算的结果进一步证实了这一结论．

图 ４　 系统相图与非对称孤立波解

（ａ）当 α１ ＝－０．９、α２ ＝０．２、α３ ＝－０．５ 时系统（１３）的相图和（ｂ）存在

微尺度非线性效应时的孤立波（实线）与孤立波（１２）（点线）的比较

Ｆｉｇ．４　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

（ａ） Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１３） ｗｈｅｎ α１ ＝－０．９、α２ ＝０．２、α３ ＝－０．５；

（ｂ）Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｏｒｍｅｄ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｍｉｃｒｏｓｃａｌｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｅｆｆｅｃｔ （ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ） ａｎｄ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ（１２） （ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅ）

３）由平面动力系统的定性分析理论可知，在其

他条件下，在含微结构的二维固体中不可能存在满

足边界条件： ξ →∞，ω→Ａ０，ωξ，ωξξ→０ 的孤立波．

４　 结论

本文在文献［１０］工作的基础上，根据 Ｍｉｎｄｌｉｎ
微结构理论重新建立了含微结构的二维固体中波

传播的控制方程．利用行波变换，把复杂的非线性

偏微分方程组简化为一非线性常微分方程，并利用

动力系统的定性分析方法和数值方法，分析了含微

结构的二维固体中孤立波的存在条件和几何特征，
进而证明了在适当条件下含微结构的二维固体中

可以形成非对称的钟型孤立波和非对称的反钟型

孤立波． 含微结构的二维固体中非对称钟型孤立波

的存在，对于微结构固体材料的无损检测提供了更

具实际的理论依据，进一步增强了孤立波可用于对

固体材料进行无损检测的可能性［１２，１３］ ．
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