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摘要　分析了时滞反馈力作用下含有分数阶阻尼的随机系统，并讨论了该系统的稳态响应及随机分叉．首

先，通过对含有时滞项的近似处理以及基于广义谐和函数的随机平均法得到了该系统的稳态响应．然后使

用算例对方法的有效性进行了验证，其中主要研究了时滞反馈作用力和分数阶阻尼对系统稳态响应的影

响，结果表明上述两者的变化会影响系统的稳态响应并引发随机分叉现象．
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引言

分数阶微积分是一个古老而又新鲜的概念，它

的研究历史几乎与整数阶同步［１，２］．三百多年前就
曾被数学家们提出，之后许多著名科学家就分数阶

微积分理论展开了广泛的讨论，并给出了合理的定

义．由于分数阶微积分没有整数阶在某些应用中的
局限性，可以很好地被用来描述具有非局域性和历

史依赖性的材料或系统的性态．近几十年来，分数
阶微积分得到了广泛发展，同时含有分数阶微积分

的随机系统也被一些学者所关注．Ｂａｇｅｌｙ和 Ｔｏｒ
ｖｉｋ［３－５］总结了大量前人工作并用实验证明了利用
分数阶本构关系可以很好地描述粘弹性材料的应

力松弛和蠕变现象，Ｍｅｔｚｌｅ和 Ｋｌａｆｔｅｒ［６］利用分数阶
来研究反常扩散，Ａｇｒａｗａｌ［７，８］得到了含分数阶阻尼
系统的单自由度系统的随机响应，Ｓｐａｎｏｓ和 Ｚｅ
ｄｉｎ［９］用频域方法研究了含有分数阶的动力系统的
随机振动，Ｈｕａｎｇ和 Ｊｉｎ［１０］利用随机平均法研究了
含有分数阶的强非线性系统的随机响应和稳定性，

Ｃｈｅｎ和Ｚｈｕ［１１－１３］研究了不同噪声激励下的分数阶
随机系统．

在现实中，很多领域都存在时滞现象，如物理

学、经济学、控制等，有着广泛的实际工程背景，特

别是在控制中，时滞往往会导致系统性能的改变．
目前，分数阶控制系统也被不少学者所关注，但很

多学者已经研究了确定性情况下的时滞系统，对于

含有时滞因素的随机系统研究较少．Ｇｕｉｌｏｕｚｉｃ［１４］等
用小时滞近似法得到了随机时滞微分方程的稳态

概率密度，Ｆｒａｎｋ和Ｂｅｅｋ［１５］得到了线性随机时滞微
分方程的平稳解，Ｌｉｕ和 Ｚｈｕ［１６］用随机平均法得到
了具时滞反馈控制力的拟可积 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统响应
的稳态概率密度．但是大部分的研究都是基于整数
阶完成的．

本文首先对时滞项进行近似处理，并利用基于

广义谐和函数的随机平均法，得到了具有分数阶导

数阻尼的单自由度非线性随机系统的响应．同时进
行数值模拟并对结果进行了讨论．

１　时滞反馈力作用下含有分数阶阻尼的随
机系统

本文考虑一个具时滞反馈控制力的单自由度

非线性随机系统，该系统中含有分数阶阻尼，其运

动方程为：

ｘ̈＋εγ（ｘ，ｘ）ｘ＋εｃＤαｘ（ｔ）＋ｇ（ｘ）＋εＦ（ｘτ，ｘτ）

＝ε
１
２ｆｋ（ｘ，ｘ）Ｗｋ（ｔ）

０＜α＜１，ｋ＝１，２，…ｍ （１）
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其中ε是一个正的小参数；εγ（ｘ，ｘ）ｘ为线性或非
线性阻尼，εｃＤαｘ（ｔ）是分数阶阻尼项；ｇ（ｘ）为线性
和（或）非线性刚度，是关于广义位移 ｘ的奇函数；

εＦ（ｘτ，ｘτ）为时滞反馈力；Ｗｋ（ｔ）是强度为２Ｄｋｌ的高
斯白噪声．

对于分数阶阻尼项 εｃＤαｘ（ｔ），这里采用分数
阶的ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ定义：

Ｄαｆ（ｔ）＝ １
Γ（１－α）

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０

ｆ（ｔ－τ）
τα

ｄτ，

　　０＜α＜１ （２）

２　时滞反馈力

由于ε是一个小参数，使用广义谐和函数，假

设系统在平衡点周围有周期解族［１７］：

ｘ（ｔ）＝ＡｃｏｓΘ（ｔ） （３ａ）
ｘ（ｔ）＝－Ａｖ（Ａ，Θ）ｓｉｎΘ（ｔ） （３ｂ）

Θ（ｔ）＝Φ（ｔ）＋Γ（ｔ） （３ｃ）
其中，

ｖ（Ａ，Θ）＝ｄΦｄｔ＝
２［Ｕ（Ａ）－Ｕ（ＡｃｏｓΘ）］

Ａ２ｓｉｎ２槡 Θ

＝ｂ０（Ａ）＋∑
∞

ｒ＝１
ｂｒ（Ａ）ｃｏｓｒΘ （４）

Ｕ（ｘ）为系统势能．
由方程（４）得到系统的平均频率ω（Ａ）：

ω（Ａ）＝ １２π∫
２π

０
ｖ（Ａ，Θ）ｄΘ ＝ｂ０（Ａ） （５）

将平均频率ω（Ａ）带入方程（３ｃ），可得到 ：

Θ（ｔ）≈ω（Ａ）ｔ＋Γ（ｔ） （６）
由于振幅Ａ和相位Γ是慢变过程，可以得到：

Θ（ｔ－τ）≈Θ（ｔ）－ω（Ａ）τ （７ａ）
Ａ（ｔ－τ）≈Ａ（ｔ） （７ｂ）

Γ（ｔ－τ）≈Γ（ｔ） （７ｃ）
将方程（７）带入方程（３），则有：

ｘ（ｔ－τ）＝Ａ（ｔ－τ）ｃｏｓΘ（ｔ－τ）

≈Ａ（ｔ）ｃｏｓ（Θ（ｔ）－ω（Ａ）τ）

≈ｘ（ｔ）ｃｏｓω（Ａ）τ－ｘ（ｔ）ω（Ａ）
ｓｉｎω（Ａ）τ （８）

ｘ（ｔ－τ）＝－Ａ（ｔ－τ）ｄΦ（ｔ－τ）ｄｔ ｓｉｎΘ（ｔ－τ）

≈－Ａ（ｔ）ω（Ａ）ｓｉｎ（Θ（ｔ）－ω（Ａ）τ）

≈ｘ（ｔ）ｃｏｓω（Ａ）τ＋ｘ（ｔ）ω（Ａ）ｓｉｎω（Ａ）τ
（９）

故时滞反馈力可以近似地表达为：

Ｆ（ｘτ，ｘτ）＝Ｆ１（ｘ，τ）＋Ｆ２（ｘ，ｘ，τ）ｘ（ｔ） （１０）
因此，系统（１）可转化为下列近似系统：

ｘ̈＋εｃＤαｘ（ｔ）＋ε（γ＋Ｆ２）ｘ（ｔ）＋ｇ（ｘ）＋εＦ１

＝ε
１
２ｆｋ（ｘ，ｘ）Ｗｋ（ｔ） （１１）

令γ＋Ｆ２＝ｃ１，ｇ（ｘ）＋εＦ１＝Ｇ（ｘ），方程（１１）可写
作：

ｘ̈＋εｃＤαｘ（ｔ）＋εｃ１ｘ（ｔ）＋Ｇ（ｘ）＝ε
１
２ｆｋ（ｘ，ｘ）Ｗｋ（ｔ）

（１２）

故原式系统（１）可以近似表达为不含时滞反馈力
的系统（１２）．

３　随机平均法

对于近似系统 （１２），系统势能Ｕ（ｘ）为：

Ｕ（ｘ）＝∫
ｘ

０
Ｇ（ｕ）ｄｕ （１３）

由（３）、（４）可推得：
ｄＡ
ｄｔ＝εＦ′１（Ａ，Γ）＋ε

１
２Ｇ１ｋ（Ａ，Γ）Ｗｋ（ｔ） （１４ａ）

ｄΓ
ｄｔ＝εＦ′２（Ａ，Γ）＋ε

１
２Ｇ２ｋ（Ａ，Γ）Ｗｋ（ｔ） （１４ｂ）

其中，

Ｆ′１（Ａ，Γ）＝Ｆ′１１＋Ｆ′１２ （１５ａ）

Ｆ′１１＝
ＡｖｓｉｎΘ
Ｇ（Ａ）ｃＤ

α（ＡｃｏｓΘ） （１５ｂ）

Ｆ′１２＝－
Ａ２ｖ２ｓｉｎ２Θ
Ｇ（Ａ） ｃ１ （１５ｃ）

Ｆ′２（Ａ，Γ）＝
ｖｃｏｓΘ
Ｇ（Ａ）ｃＤ

α（ＡｃｏｓΘ）－Ａｖ
２ｓｉｎΘｃｏｓΘ
Ｇ（Ａ） ｃ１

（１５ｄ）

Ｇ１ｋ＝
－ＡｖｓｉｎΘ
Ｇ（Ａ） ｆｋ （１５ｅ）

Ｇ２ｋ＝
－ｖｃｏｓΘ
Ｇ（Ａ）ｆｋ （１５ｆ）

根据ＳｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈＫｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ定理［１８］，当ε→０
时，Ａ为一维扩散过程，其平均Ｉｔ方程为：

ｄＡ＝ｍ（Ａ）ｄｔ＋σ（Ａ）ｄＢ（ｔ） （１６）
其中漂移系数与扩散系数分别为：

ｍ（Ａ）＝ε＜Ｆ′１＋Ｄｋｌ
Ｇ１ｋ
Ａ
Ｇ１ｌ＋Ｄｋｌ

Ｇ１ｋ
Γ
Ｇ２ｌ＞Θ （１７ａ）

σ（Ａ）＝ε＜２ＤｋｌＧ１ｋＧ１ｌ＞Θ （１７ｂ）

上式中＜＞Θ表示对Θ的平均．
为求得漂移系数和扩散系数，可通过对 Θ的

Ｆｏｕｒｉｅｒ级数展开得到，而对于其中含分数阶项

４２２
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Ｆ′１１，有：

Ｆ′１１＝
ＡｖｓｉｎΘ
Ｇ（Ａ）Ｄ

α（ＡｃｏｓΘ）

＜Ｆ′１１＞Θ ＝
１
Ｇ（Ａ）ｌｉｍＴ→∞

１
Ｔ∫

Ｔ

０
Ｄα（ＡｃｏｓΘ）×ＡｖｓｉｎΘｄｔ

＝ １
Ｇ（Ａ）ｌｉｍＴ→∞

１
ＴΓ（１－α）∫

Ｔ

０
ＡｖｓｉｎΘ×

　（ｄｄｔ∫
ｔ

０

ｘ（ｔ－τ）
τα

ｄτ）ｄｔ

＝ １
Ｇ（Ａ）Γ（１－α）

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ∫

Ｔ

０
ＡｖｓｉｎΘ×

　ｄ（∫
ｔ

０

ｘ（ｔ－τ）
τα

ｄτ）

＝ １
Ｇ（Ａ）Γ（１－α）

ｌｉｍ
Ｔ→∞
｛
１
Ｔ（ＡｖｓｉｎΘ×

　∫
ｔ

０

ｘ（ｔ－τ）
τα

ｄτ）
Ｔ

０
－

　 １Ｔ∫
Ｔ

０
（∫
ｔ

０

ｘ（ｔ－τ）
τα

ｄτ）ｄｄｔＡｖｓｉｎΘｄｔ｝

≈ －１
Ｇ（Ａ）Γ（１－α）

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ∫

Ｔ

０
ＡＧ（ＡｃｏｓΘ）

　［ｃｏｓΘ∫
ｔ

０

ｃｏｓω（Ａ）τ
τα

ｄτ＋

　ｓｉｎΘ∫
ｔ

０

ｓｉｎω（Ａ）τ
τα

ｄτ）］ｄｔ （１８）

当ｔ比较大时下述积分可渐进展开为：

∫
ｔ

０

ｃｏｓ（ωτ）
τｑ

ｄτ＝ω（ｑ－１）∫
ｓ

０

ｃｏｓ（ｕ）
ｕｑ

ｄｕ

＝ω（ｑ－１）［Γ（１－ｑ）ｓｉｎ（ｑπ２）＋

　ｓｉｎ（ｓ）
ｓｑ

＋Ｏ（ｓ（－ｑ－１））］

∫
ｔ

０

ｓｉｎ（ωτ）
τｑ

ｄτ＝ω（ｑ－１）∫
ｓ

０

ｓｉｎ（ｕ）
ｕｑ
ｄｕ

＝ω（ｑ－１）［Γ（１－ｑ）ｃｏｓ（ｑπ２）＋

　ｃｏｓ（ｓ）
ｓｑ

＋Ｏ（ｓ（－ｑ－１））］

ｕ＝ωτ，ｓ＝ωｔ （１９）
将上式带入（１８）式，可简化为：

＜Ｆ１１ ＞Θ ＝
－Ａ
Ｇ（Ａ）×

１
２πω１－α∫

２π

０
Ｇ（ＡｃｏｓΘ）

　［ｃｏｓΘｓｉｎ（ｑπ２）＋ｓｉｎΘｃｏｓ（
ｑπ
２）］ｄΘ

（２０）
故，与 （１６）对 应 的 ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ

（ＦＰＫ）方程为：

ｐ
ｔ
＝－
Ａ
［ｍ（Ａ）ｐ］＋１２

２

Ａ２
［σ２（Ａ）ｐ］ （２１）

取边界条件为：

ｐ＝有限　Ａ＝０， （２２ａ）

ｐ，ｐ
Ａ→

０　Ａ→∞ （２２ｂ）

则平稳解为：

ｐ（Ａ）＝ Ｃ
σ２（Ａ）

ｅｘｐ［∫
Ａ

０

２ｍ（ｕ）
σ２（ｕ）

ｄｕ］ （２３）

其中Ｃ是归一化常数，
系统Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ＝Ｕ（Ａ）的平稳概率密度

为：

ｐ（Ｈ）＝ｐ（Ａ）ｄＡｄＨ ＝
ｐ（Ａ）
Ｇ（Ａ）Ａ＝Ｕ－１（Ｈ）

（２４）

其中Ｕ－１是 Ｕ的反函数．位移与速度的联合密度
为：

ｐ（ｘ，ｘ）＝ｐ（Ｈ）Ｔ（Ｈ）Ｈ＝ｘ
２
２＋Ｕ（ｘ）

（２５）

其中 ，

Ｔ（Ｈ）＝ ２πω（Ａ）Ａ＝Ｕ－１（Ｈ）
（２６）

４　算例

算例１
考虑 Ｇａｕｓｓ白噪声激励下具有线性时滞反馈

控制力的系统，其运动方程可表示为：

ｘ̈＋ｃＤαｘ（ｔ）＋ω２０ｘ＋（ａ１ｘτ＋ａ２ｘτ）＝Ｗ（ｔ）（２７）
其中ｃ是分数阶阻尼项的系数，Ｗ（ｔ）是强度为２Ｄ
的高斯白噪声．使用上节中近似方法，系统可化为
不含时滞项的系统：

ｘ̈＋ｃＤαｘ（ｔ）＋βｘ（ｔ）＋ω２ｘ＝Ｗ（ｔ） （２８）
其中，

β＝ａ２ｃｏｓω０τ－
ａ１
ω０
ｓｉｎω０τ （２９ａ）

ω２＝ω２０＋ａ１ｃｏｓω０τ＋ａ２ω０ｓｉｎω０τ （２９ｂ）
应用变换：

ｘ（ｔ）＝ＡｃｏｓΘ（ｔ），ｘ（ｔ）＝－ＡωｓｉｎΘ（ｔ）
Θ（ｔ）＝ωｔ＋Γ（ｔ），Ｇ（ｘ）＝ω２ｘ （３０）
根据随机平均法，平均 Ｉｔ方程为 （１６），漂移

与扩散系数分别为：

ｍ（Ａ）＝－
ｃｓｉｎ（απ２）Ａ

２ω１－α
－βＡ２＋

Ｄ
２ω２Ａ

（３１ａ）

５２２



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１７年第１５卷

σ２（Ａ）＝Ｄ
ω２

（３１ｂ）

该系统平稳解为：

ｐ（Ａ）＝Ｃω
２Ａ
Ｄ ｅｘｐ［－

ｃｓｉｎ（απ２）ω
１＋α

２Ｄ Ａ２－βω
２

２ＤＡ
２］

（３２）
根据（３２）式可导出关于位移速度的联合概率

密度、关于位移的概率密度以及关于速度的概率密

度．

图１　当α改变时的稳态概率密度

Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆα

为了验证上述结果的有效性，利用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
方法对系统进行数值模拟．从图中可看到数值结果
与解析结果基本吻合，证明了解析方法的有效性．
这里先不考虑时滞反馈力的影响．首先讨论当参数

α变化时对系统响应的影响（见图１）．取系统参数

为ｃ＝０．１，Ｄ＝０．０００６，ω０＝１．０．从图１（ａ）可以看
到，随着参数α的增大概率密度曲线的峰值增大并
向零点处靠近，从图１（ｂ），１（ｃ）可以看到：概率密
度曲线的峰值出现在零点位置，并随着 α的增大，
曲线的峰值在零点处越高，这说明系统越趋向于稳

定在零点位置．
图２为当时滞反馈力发生改变时系统的概率

密度图．其中参数为 ｃ＝０．１，α＝０．６，Ｄ＝０．００６，

ω０＝１．０，ａ１＝０．１，ａ２＝０．可以看到：随着 τ的变
化，概率密度曲线的峰值大小也发生了改变，这说

明时滞反馈力对系统的响应造成了影响．

图２　当τ改变时的稳态概率密度

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆτ

算例２
考虑含有分数阶阻尼项的非线性系统，系统方

程如下：
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ｘ̈＋（ｂ１＋ｂ２ｘ
２）ｘ＋ｃＤαｘ（ｔ）＋ω２０ｘ＋（ａ１ｘτ＋ａ２ｘτ）

＝Ｗ（ｔ） （３３）
其中ｃ为分数阶阻尼项的系数，Ｗ（ｔ）为强度２Ｄ的
高斯白噪声．系统可化为：

ｘ̈＋（ｂ１＋β＋ｂ２ｘ
２）ｘ＋ｃＤαｘ（ｔ）＋ω２ｘ＝Ｗ（ｔ）（３４）

图３　当α改变时的稳态概率密度

Ｆｉｇ．３　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｗｉｔｈｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆα

图４　当τ改变时的稳态概率密度

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆτ

其中，

β＝ａ２ｃｏｓω０τ－
ａ１
ω０
ｓｉｎω０τ （３５ａ）

ω２＝ω２０＋ａ１ｃｏｓω０τ＋ａ２ω０ｓｉｎω０τ （３５ｂ）
漂移系数和扩散系数分别为：

７２２
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ｍ（Ａ）＝－
ｃｓｉｎ（απ２）Ａ

２ω１－α
－
（β＋ｂ１）Ａ
２ －

３ｂ２ω
２Ａ３

８ ＋Ｄ
２ω２Ａ
（３６ａ）

σ２（Ａ）＝Ｄ
ω２

（３６ｂ）

由此可导出关于位移速度的联合概率密度、关

于位移的概率密度以及关于速度的概率密度．
根据上述计算结果进行模拟．这里讨论当分数

阶阶数α和时滞反馈力发生改变时，系统的变化．
图３为当不考虑反馈时滞力的影响时，取不同的分
数阶阶数α时系统的概率密度，取系统参数分别
为：ｃ＝０．１，Ｄ＝０．００６，ω０＝１．０，ｂ１＝－０．０７，ｂ２＝
０．０５．通过图３，我们可以清晰地看到 α的改变可
以引起随机分叉现象．当α＝０．９时，系统的概率密
度图为单峰状态，当α＝０．１时则为双峰．故α＝０．
９到 α＝０．１变化的过程中，联合密度由单峰变为
火山口形状，系统发生了分叉．为了更清晰地看到
这一过程，图３（ｄ）为联合概率密度在 ｘ＝０的截
面．

图４为当时滞反馈控制力发生变化时，系统的
稳态概率密度图，其中参数分别为 ｃ＝０．１，α＝０．
５，Ｄ＝０．００６，ω０＝１．０，ａ１＝０．１，ａ２＝０，ｂ１＝－０．
０７，ｂ２＝０．１．同样的，我们可以看到随着参数的改
变，系统产生了随机分叉现象．

５　结论

本文利用了小时滞项的近似展开和基于广义

谐和函数的随机平均法，研究了时滞反馈力作用下

具有分数阶导数阻尼的随机系统．并通过数值模
拟，验证了方法的有效性．更重点讨论了分数阶阻
尼项以及反馈时滞力对系统响应的影响，可以知道

取不同的分数阶阻尼和反馈时滞力可以改变系统

的概率密度，甚至引起分叉现象．这一结果具有一
定的理论及现实意义．
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