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摘要　介绍了与非线性随机动力学研究密切相关的几类胞映射方法的研究和进展，主要有广义胞映射图方

法、基于短时高斯逼近的胞映射方法、并行胞映射方法等．简述了胞映射方法在随机动力学中的应用情况，重

点关注随机响应、分岔、离出和碰撞振动系统．给出了胞映射方法面临的挑战，以及未来研究可能的发展方向．
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引言

在自然界和实际工程问题当中，往往受到像大

气湍流、地面强风、海浪运动和路面不平整等因素

的影响，这些作用都带有随机性，由此诱发了非线

性随机动力学的研究［１－２］，已成为数学、力学、物

理、经济金融等领域较活跃的科学前沿，其主要研

究内容包括随机响应、随机分岔、随机控制和随机

离出问题等［３－４］，研究方法有从确定性系统推广而

来的随机摄动法、随机多尺度法、随机平均法等近

似解析方法，也有像胞映射方法、路径积分法等有

效的数值方法［５］．由于解析方法难以处理强非线性
或强随机激励问题，借助一定的数值方法，可以揭

示很多非常复杂动力学现象，因此数值方法对非线

性随机动力学的研究具有不可替代的作用．目前，
随着计算机水平的快速发展，计算性能越来越高，

速度越来越快，成本逐步降低，这为数值方法的应

用研究提供了更广阔的舞台．
胞映射方法［６］是分析非线性动力系统全局特

性的有效数值工具，因其快速、准确和适用范围广

等特点而备受关注，尤其是改进后的广义胞映射方

法，通过引入Ｍａｒｋｏｖ链使得计算优势更加明显，不
仅能够计算系统的拓扑结构等定性性质（如吸引子

和吸引域的空间分布），而且还能从统计意义上反

映动力系统的定量性质，因此广义胞映射方法在随

机动力系统中逐步展现出了良好的应用前景［７］．当

前，由于一些实际问题的需求，系统规模由低维走

向高维，随机激励从高斯变成非高斯，数值方法在

科学研究中扮演着越来越重要的角色，因此，开展

广义胞映射方法在非线性随机动力学中的应用研

究具有重要的科学意义．

１　非线性随机动力学中的胞映射方法研究
进展

胞映射方法最初由Ｈｓｕ［６］于上世纪８０年代提
出，主要用于强非线性系统的全局分析，基本思想

是将动力系统的连续状态空间离散成胞状态空间，

其中包含大量的规则几何体，称之为胞，并用整数

序号标示．每个胞都是一些状态点的集合，以胞中
的点为起始点向前积分，构造点到点的映射，而积

分终点所在的胞称为像胞．点与点之间的映射关系
就转化成了胞与胞之间的映射关系，用胞动力系统

来分析原始动力系统的性质．相比传统的点映射，
胞映射方法的显著特点是它数值积分时不用记录

长时间的轨线，只需要计算一个映射时间步长后的

轨线终点，从而达到提高计算效率的目的．胞映射
方法自提出之后，众多学者参与胞映射的研究工

作，发展了一系列改进版本，较有代表性的有简单

胞映射方法［６，８］、广义胞映射方法［７，８］、图胞映射方

法［９－１１］、胞参照点映射方法［１２，１３］、插值胞映射方

法［１４］、面向集合法［１５］等等．
众多改进方法中，广义胞映射方法由于能够同
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时分析动力系统的定性性质和定量性质，地位变得

尤为重要．其基本思想是在寻找像胞时，每个胞内
需选取多个采样点，分别从每个采样点出发计算一

条轨线，每个胞可以有多个像胞，并以一定的概率

转移到它的像胞，这样可以得到任意两个胞之间的

一步转移概率．胞与胞的转移关系等价于一个有限
的Ｍａｒｋｏｖ链，因此可运用 Ｍａｒｋｏｖ链的相关理论对
胞映射动力系统进行分析，并用于随机动力系统的

响应分析．Ｓｕｎ利用广义胞映射方法研究随机系统
的首次穿越和响应分析［１６，１７］，Ｗｕ和 Ｚｈｕ［１８］研究了
一类脉冲激励下捕食和被捕食者模型的随机响应

分析，Ｙｕｅ等［１９，２０］分别给出了有界噪声和泊松白噪

声激励下典型动力系统的响应概率密度函数，Ｈｏｎｇ
等［２１，２２］运用研究了几类模糊动力系统瞬态和稳态

隶属分布函数的演化过程．
非线性随机动力系统响应的概率密度函数可

以通 过 求 解 相 应 的 ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ
（ＦＰＫ）方程来获得，通过构造从某些给定初始条件
出发的短时解是求解问题的一种有效途径．为了提
高非线性系统短时解的精度，Ｓｕｎ和 Ｈｓｕ［２３］成功构
造了高斯白噪声激励下非线性系统 ＦＰＫ方程的一
种短时高斯解，将系统的短时概率密度函数近似为

高斯分布，其均值和方差可通过数值求解高斯闭包

后的矩方程得到，然后运用这种短时高斯解计算广

义胞映射方法中的胞转移概率，并研究了几类典型

系统的随机振动分析．基于短时高斯逼近胞映射方
法，Ｓｕｎ［２４］还研究了非线性系统的最优控制问题，
以及含干摩擦系统的非线性系统的随机振动问

题［２５］．针对含周期和高斯白噪声激励的非线性系
统，Ｈａｎ等［２６］通过短时高斯逼近方法计算含周期

激励系统的转移概率矩阵，提高了广义胞映射方法

在计算响应概率密度函数时的效率，研究发现确定

性混沌鞍会影响随机响应概率密度函数．Ｌｉ
等［２７，２８］通过引入演化概率向量的概念，利用广义

胞映射方法研究了 ＭａｔｈｉｅｕＤｕｆｆｉｎｇ振子在加性和
乘性噪声共同作用下的分岔行为．

图论分析方法的引入，进一步扩展了广义胞映

射方法在定性分析中应用范围．Ｘｕ等从全局的角
度分析了随机吸引子和随机鞍的演化特性，提出了

新的随机分岔定义，研究了高斯白噪声激励下几类

典型非线性动力系统的随机分岔行为［２９－３１］．Ｙｕｅ
和Ｘｕ［３２，３３］研究了有界噪声激励下单势井 Ｄｕｆｆｉｎｇ

振子和ＳＤ振子的随机分岔，发现随机吸引子和随
机鞍形状及大小改变的方向与系统不稳定流形的

形状始终保持一致．Ｈｏｎｇ和 Ｓｕｎ［３４，３５］通过提出模
糊胞映射方法，研究了模糊噪声激励下非线性动力

系统的分岔现象．Ｌｉｕ等利用广义胞映射图方法研
究了高斯白噪声激励下分段线性系统的全局动力

学［３６］，以及噪声诱导周期激励系统的逃逸问

题［３７］．最近，基于分数阶导数的短记忆原理，广义
胞映射图方法又成功地应用于分数阶动力系统全

局特性的研究中［３８－４０］．
胞映射方法自提出以来，面临的最主要问题就

是计算精度与计算速度之间的矛盾，随着计算机水

平的提高，并行技术为胞映射方法提供了新的途

径．Ｋｒｅｕｚｅｒ和Ｌａｇｅｍａｎｎ［４１］通过分析给出了胞映射
方法中引入并行技术的可行性，并应用于二维动力

系统中．Ｅａｓｏｎ和 Ｄｉｃｋ［４２］基于多核 ＣＰＵ提出了并
行多自由度胞映射方法，用于分析维数较高的动力

系统．Ｂｅｌａｒｄｉｎｅｌｌｉ和 Ｌｅｎｃｉ［４３］研究了一种基于分布
式计算的胞映射方法，针对高维非线性系统的大范

围吸引域提出了有效的并行算法．Ｓｕｎ和其合作
者［４４］基于 ＧＰＵ多线程实现技术，结合简单胞映
射、广义胞映射、迭代细分算法和有效后处理方法

提出了并行胞映射方法，该方法被运用到高维非线

性动力系统的全局分析中，表现出了非常高的计算

效率．随后，他们运用并行胞映射方法计算了非线性
向量函数的简单零点问题［４５］．Ｙｕｅ［４６］基于并行和细
分技术，有效地提高了胞映射方法的计算精度和速

度，该方法能够处理动力系统的复杂吸引域边界．在
基于演化概率向量的胞映射方法基础上，Ｌｉ等［４７］进

一步利用ＧＰＵ并行技术提高计算效率，研究了噪声
诱导一类二自由度分段线性系统的转迁行为．

本文仅介绍了与随机动力学密切相关的几类

胞映射方法的最新进展，其他有关的改进方法的进

展情况，可参考文献及专著［４８－５１］．

２　胞映射方法在随机动力系统中的若干应
用研究

２．１　随机响应与分岔

考虑ｎ维随机动力系统［２３］

ｘ＝ｆ（ｘ，ｔ，ζ（ｔ）），ｘ∈Ｄ （１）
其中ｔ为时间变量，ζ（ｔ）为随机激励，ｆ为向量值函
数，Ｄ为给定的状态空间区域．ｘ（ｔ）为稳态 Ｍａｒｋｏｖ

１０２
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过程，令ｐ（ｘ，ｔ）为 ｘ（ｔ）在时刻 ｔ的概率密度函数，
则有

ｐ（ｘ，ｔ）＝∫Ｒｎｐ（ｘ，ｔｘ０，ｔ０）ｐ（ｘ０，ｔ０）ｄｘ０ （２）

其中ｐ（ｘ，ｔｘ０，ｔ０）为ｘ（ｔ）在初始条件（ｘ０，ｔ０）下的
条件概率密度函数，并满足

ｐ（ｘ，ｔｘ０，ｔ０）＝ｐ（ｘ，ｔ－ｔ０ ｘ０，０），ｔ０＜ｔ （３）
令ｔ０＝（ｍ－１）Δｔ和 ｔ＝ｍΔｔ，那么在式（３）条

件下式（２）又可以写为：

ｐ（ｘ，ｍΔｔ）＝∫Ｒｎｐ（ｘ，Δｔｘ０，０）ｐ（ｘ０，（ｍ－１）Δｔ）ｄｘ０
（４）

运用广义胞映射方法时，将连续状态空间离散

成胞化空间，得到系统状态胞之间的转移关系，上

述式（４）变为：

ｐｊ（ｎ＋１）＝∑
Ｎｃ

ｉ＝０
ｐｊｉｐｉ（ｎ），ｎ＝０，１，２，… （５）

矩阵形式为：

ｐ（ｎ＋１）＝Ｐ·ｐ（ｎ） （６）
其中Ｐ＝｛ｐｊｉ｝表示一步转移概率矩阵，ｐ（ｎ）指的是
ｎ步迭代之后系统在状态空间中的概率分布，也即
系统在时刻ｔｎ＝ｔ０＋ｎΔＴ时的概率分布．若给定初
始概率分布ｐ（０），可以计算得到系统在 ｔｎ时刻的
瞬态响应的概率分布：

ｐ（ｎ）＝Ｐ·ｐ（ｎ－１）＝Ｐ２·ｐ（ｎ－２）＝… ＝Ｐｎ·ｐ
（０） （７）

数值计算时不需要求出 Ｐｎ，只需计算 ｎ次矩
阵Ｐ和向量ｐ（ｉ），ｉ＝０，１，２，…，ｎ－１的乘积即可．

对于含周期激励的系统［２６］，在计算一步转移

概率时，转移概率求解时的时间长度直接取为系统

的周期，虽然这样在形式上显得很简单，但是运算

过程却相当费时，短时高斯逼近方法构造 ＦＰＫ方
程的短时解是提高胞映射方法计算效率的有效途

径．考虑含周期和高斯白噪声激励的ｎ维非线性随
机动力系统，其对应的Ｉｔ随机微分方程为

ｄＸ（ｔ）＝ｆ（Ｘ，ｔ）ｄｔ＋σ（Ｘ）ｄＢ（ｔ） （８）
求解短时高斯逼近解时，首先考虑响应过程

Ｘ（ｔ）的一阶矩和二阶矩
ｍ（ｔ）＝Ｅ［Ｘ（ｔ）］
Ｃ（ｔ）＝Ｅ［（Ｘ－ｍ）（Ｘ－ｍ）Ｔ］ （９）
为了计算一个周期上的条件概率密度函数

ｐ（ｘ，Ｔｘ０，０），将周期 Ｔ均匀分为 Ｍ份，若令 τ＝
Ｔ／Ｍ，那么τ可以足够小从而使得对于每一个 ｋ的

条件概率密度函数ｐ（ｘ，ｋτｘ０，（ｋ－１）τ），（ｋ＝１，２，
…，Ｍ）都近似为高斯分布，于是有

ｐ（ｘ，ｋτｘ０，（ｋ－１）τ）＝
１

（２π）Ｎ／２ Ｃ（ｋτ）１／２×

　ｅｘｐ －１２［ｘ－ｍ（ｋτ）］
ＴＣ（ｋτ）－１［ｘ－ｍ（ｋτ{ }）］

（１０）
其中ｍ（ｋτ）和 Ｃ（ｋτ）是方程（９）满足初始条件
ｍ［（ｋ－１）τ］＝ｘ０和Ｃ［（ｋ－１）τ］＝０时的短时解．
需要指出的是计算条件概率需要进行数值积分，用

到了ＧａｕｓｓＬｅｇｅｎｄｒｅ积分方法［５２－５３］．

图１　系统（１１）的全局特性图

 μ１＝μ２＝０．０； μ１＝０．０９，μ２＝０．１３３； μ１＝０．０９，μ２＝０．１３４

Ｆｉｇ．１　Ｇｌｏｂａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（１１）

 μ１＝μ２＝０．０； μ１＝０．０９，μ２＝０．１３３； μ１＝０．０９，μ２＝０．１３４

考虑随机激励下的光滑非连续 （ＳＤ）振
子［５４－５５］：

ｘ̈＋２βｘ＋ｘ（１－ １
ｘ２＋ａ槡

２
）＝ｆｃｏｓ（ωｔ）＋μ１ξ１（ｔ）＋ｘμ２ξ２（ｔ）

（１１）
其中β为阻尼系数，ｆ和ω为谐和激励的幅值和频
率，α为光滑参数，ξ１（ｔ）和 ξ２（ｔ）为两个有界噪声
过程，取参数β＝０．２，α＝０．４２，ｆ＝０．２２，ω＝０．８５
时，利用广义胞映射图方法得到确定性系统，以及

噪声激励下系统的全局特性，如图１，发现随机分
岔的发生是随机吸引子与随机鞍发生碰撞的结果，

且随机吸引子和随机鞍的形状和大小的改变方向

和系统的不稳定流形形状始终保持一致［３３］．
考虑ＳＤ振子受周期和高斯白噪声共同作用，

即μ１＝０．０１，μ２＝０．０，ξ１（ｔ）为高斯白噪声，取 β＝
０．０４，α＝０．６，ｆ＝０．８３，ω＝１．０６０６时，确定系统的

２０２
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全局特性如图２所示．图３进一步给出了不同时刻
瞬态联合概率密度函数的等高线图，可以发现瞬态

联合概率密度函数的形状逐渐演化成了确定系统

混沌鞍的形状［２６］．

图２　确定性系统（１１）的吸引子Ａ（星号）和混沌鞍Ｓ（点）

Ｆｉｇ．２　ＡｔｔｒａｃｔｏｒＡ（ａｓｔｅｒｉｓｋ）ａｎｄｃｈａｏｔｉｃｓａｄｄｌｅＳ（ｄｏｔｓ）ｏｆｓｙｓｔｅｍ（１１）

图３　系统（１１）在不同时刻瞬态联合概率密度函数的等高线图

（ａ）ｔ＝１Ｔ；（ｂ）ｔ＝２Ｔ；（ｃ）ｔ＝３Ｔ；（ｄ）ｔ＝４Ｔ

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｏｎｔｏｕｒｐｌｏｔｓｏｆｔｒａｎｓｉｅｎｔｊｏｉｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｏｆｓｙｓｔｅｍ（１０）ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓ

（ａ）ｔ＝１Ｔ；（ｂ）ｔ＝２Ｔ；（ｃ）ｔ＝３Ｔ；（ｄ）ｔ＝４Ｔ

２．２　首次穿越时间
首次穿越时间是研究非线性随机动力系统离

出问题的重要指标之一，关注的是系统响应会在何

时从一个稳态出发首次穿过其安全域的边界到达

另一个稳态的安全域．需要计算系统首次穿越时间
的统计分布，包括首次穿越时间的概率密度函数及

平均首次穿越时间．近年来，许多学者研究了随机
游走模型的首次穿越时间［５６，５７］和双稳动力系统的

平均首次穿越时间［５８］，但是这些研究对象往往都

局限在一阶系统．二阶非线性系统首次穿越时间的

精确解一般很难获取，因此需要借助一些近似方法

或数值方法来进行研究．胞映射方法是研究首次穿
越时间问题一种有效的数值方法［１６］，比直接数值

模拟方法有明显优势．
考虑非线性随机动力系统从稳定态 ｘ１离开安

全域到达另一个区域的首次穿越问题，最重要的是

求解系统的条件概率密度函数 ｑ（ｘ，ｔｘ１，ｔ０），它满
足如下的后向Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程

ｑ（ｘ，ｔｘ１，ｔ０）／ｔ０＝Ｌ［ｑ（ｘ，ｔｘ１，ｔ０）］

ｘ，ｘ１∈Ｒ
ｍ （１２）

式中Ｌ［·］表示后向Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程的微分算子．
运用广义胞映射方法求解时，首先需要将时间

轴进行离散，取时间间隔为 Δｔ，令 ｔｎ＝ｔ０＋ｎΔｔ，（ｎ

＝０，１，２…），ｙ０＝ｘ１，则根据 ＣｈａｐｍａｎＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ
方程，在离散后的时间轴上系统的条件概率密度函

数ｑ（ｙｎ，ｔｎ ｙ０，ｔ０）可表示成短时转移概率密度的卷
积

ｑ（ｙｎ，ｔｎ ｙ０，ｔ０）＝∫
Ｒ２

…∫
Ｒ２
∏
ｎ

ｉ＝１
ｑ（ｙｉ，ｔｉ ｙｉ－１，ｔｉ－１）

ｄｙ１…ｄｙｎ－１ （１３）
若假设系统的响应为齐次Ｍａｒｋｏｖ过程，则有：

　ｑ（ｙｉ，ｔｉ ｙｉ－１，ｔｉ－１）＝ｑ（ｙｉ，Δｔｙｉ－１，０），
　　ｉ＝１，２，…，ｎ （１４）
然后基于广义胞映射方法求解含吸收边界条

件的一步转移概率矩阵，并在初始分布中考虑对应

的初始条件，即可得到首次穿越时间的概率密度，

以及平均首次穿越时间．通过比较，发现胞映射方
法和直接数值模拟结果吻合较好，如图４所示［５９］．

图４　对称双稳系统首次穿越时间的概率密度函数ｆ（ｔ）

实线表示广义胞映射方法的结果，圆圈和星号表示直接模拟的结果

Ｆｉｇ．４　Ｆｉｒｓｔｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆ（ｔ）

ｉｎｔｈｅａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｂｉｓｔａｂｌｅｓｙｓｔｅｍｓｏｌｉｄｌｉｎｅｓ

ａｒｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｅｌｌｍａｐｐｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，

ｃｉｒｃｌｅｓａｎｄｓｔａｒｓａｒｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｄｉｒｅｃｔＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

３０２
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２．３　离出位置分布
离出位置分布是刻画非线性随机动力系统离

出问题的另一个重要指标．系统在噪声激励下的逃
逸路线与确定性吸引域边界的交点被称为离出点．
离出点的位置与首次穿越时间一样具有随机性，因

此需要计算离出位置统计分布的概率密度函数．
Ｂｏｂｒｏｖｓｋｙ和Ｓｃｈｕｓｓ［６０］运用渐进展开法研究时观察
到了离出位置分布的一种非常规偏移，也被称作为

鞍点回避现象［６１，６２］．２０１３年，Ｋｈｏｖａｎｏｖ等［６３］发展

了一种非线性非局部稳定性方法，借此描述了可激

发ＦＨＮ系统中噪声诱导逃逸问题，并计算了离出
位置分布．这两种解析方法在运用过程中也难免存
在一些局限性［６４］，经常需要借助数值方法来计算

离出位置分布，胞映射方法即是其中一种有效的数

值方法［３７－６５］．
考虑Ｋｒａｍｅｒｓ离出问题［６６，６７］，布朗粒子在噪声

作用下从一个势阱越过势垒到达另一个势阱．其运
动可表示为下面的标准化随机微分方程：

ｘ＝Ｙ

Ｙ＝－βＹ＋４Ｘ＋３．６Ｘ２－８Ｘ３＋ ２槡εβＷ（ｔ）（１５）
其中Ｘ和Ｙ分别表示粒子运动的位移和速度，β是
标准化电离常数，取值为２．０，ε是一个表示温度的
标准化小参数，Ｗ（ｔ）是标准的高斯白噪声．图５给
出了确定系统的全局行为，以及随噪声强度ε取不
同时系统离出位置分布．可以发现分布曲线随着 ε
的减小而慢慢往右移动，且峰值变高，这种变化的

原因在于，随着噪声的越来越弱，系统最大可能的

离出位置会慢慢逼近鞍点Ｓ．

２．４　碰撞振动系统
对于含高碰撞损失或碰撞约束不在平衡位置

的碰撞振动系统，一般的近似解析方法不再适用，

只能依赖数值方法来求解，路径积分法就是其中一

种．Ｄｉｍｅｎｔｂｅｒｇ等［６８］基于短时高斯近似的路径积

分法研究了具有高碰撞损失的碰撞振动系统，验证

了方法的有效性，但该结果只针对运动约束在平衡

位置的情形．Ｌｉ［６９］试图利用通过改进广义胞映射
方法，使其适用于一般噪声激励下碰撞振动系统的

响应概率密度函数求解．广义胞映射方法在非光滑
系统 定 性 分 析 中 已 经 取 得 了 一 些 研 究 进

展［３６，７０－７３］．
考虑随机激励下的单自由度碰撞振动系

图５　系统（１５）全局特性及离出位置分布

（ａ）全局性质（ε＝０），Ａ为吸引子，Ｂ为Ａ的吸引域；

（ｂ）离出位置分布，实线表示广义胞映射方法的结果，

圆圈表示直接数值模拟的结果

Ｆｉｇ．５　Ｇｌｏｂａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｎｄｅｘｉｔｌｏｃａｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１５）

（ａ）ｇｌｏｂａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ，ＡｉｓａｔｔｒａｃｔｏｒａｎｄＢｉｓｔｈｅｂａｓｉｎｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎ

ｏｆａｔｔｒａｃｔｏｒＡ；（ｂ）ｅｘｉｔｌｏｃａｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ｓｏｌｉｄｌｉｎｅｓａｒｅｒｅｓｕｌｔｓ

ｆｒｏｍｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｅｌｌｍａｐｐｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，ｃｉｒｃｌｅｓａｒｅｒｅｓｕｌｔｓ

ｆｒｏｍｄｉｒｅｃｔＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

统［６９］：

ｘ̈＋ｈ（ｘ，ｘ）＋ｇ（ｘ）＝ξ（ｔ），ｘ＞ｑ
ｘ＋＝－ｒｘ－，ｘ＝ｑ （１６）

其中ｇ（ｘ）表示非线性恢复力，ｈ（ｘ，ｘ）为非线性阻
尼力，ξ（ｔ）为随机激励．假设 ｘ（ｔ）＝（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ））
是状态变量的响应过程，Ｄ表示 ｘ的有界状态空
间，ｐ（ｘ，ｔ）为ｔ时刻的概率密度函数，则有：

ｐ（ｘ，ｔ）＝∫Ｄｐ（ｘ，ｔｘ（ｎ－１），ｔｎ－１）ｄｘ（ｎ－１）·
　　∫Ｄｐ（ｘ（ｎ－１），ｔｎ－１ ｘ（ｎ－２），ｔｎ－２）ｄｘ（ｎ－２）…
　　∫Ｄｐ（ｘ（２），ｔ２ ｘ（１），ｔ１）ｄｘ（１）…
　　∫Ｄｐ（ｘ（１），ｔ１ ｘ（０），ｔ０）ｐ（ｘ（０），ｔ０）ｄｘ（０）

（１７）
其中ｐ（ｘ（ｉ），ｔｉｘ

（ｉ－１），ｔｉ－１）为转移概率密度函数，
通过广义胞映射方法求解．由于碰撞的存在，在利

４０２
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用龙格库塔方法进行数值积分时，需要进行特殊处

理．当系统变量ｘ远离碰撞面ｘ＝ｑ时，选取较大的
步长Δｔｒｋ１进行积分．当位移达到或超过约束面时，
把系统状态后推一个步长Δｔｒｋ１，然后利用较小步长

Δｔｒｋ２＝Δｔｒｋ１／Ｍ重新进行数值积分．在小步长条件
下，若系统状态达到或超过约束面，则认为此时发

生了碰撞．碰撞发生后，继续按步长Δｔｒｋ２进行积分，
经过Ｍ步后把步长重新换回大步长Δｔｒｋ１．

假设ｈ（ｘ，ｘ）＝（０．０１ｘ２－０．１）ｘ，ｇ（ｘ）＝ｘ＋０．
３ｘ３，利用广义胞映射方法求得系统（１６）随参数 ｑ
变化时的概率密度函数图，如图６所示［６９］．随着 ｑ
的减小，联合概率密度函数由单峰结构过渡到凹形

结构，系统发生了随机Ｐ分岔现象．

图６　系统（１６）的稳态联合概率密度函数

（ａ）ｑ＝－０．５；（ｂ）ｑ＝－０．８；（ｃ）ｑ＝－１．０；（ｄ）ｑ＝－１．２

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙｊｏｉｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１６）

（ａ）ｑ＝－０．５；（ｂ）ｑ＝－０．８；（ｃ）ｑ＝－１．０；（ｄ）ｑ＝－１．２

另外，胞映射方法在随机最优控制等领域还有

一些重要的研究成果与进展，详情可参考综述文

献［５０－５１］．

３　结语

胞映射方法作为一种高效的数值方法，不仅在

研究确定性系统全局分析中发挥巨大作用，还在随

机动力系统中展现出了良好的应用前景，且已有一

定的研究基础．本文重点讨论了胞映射方法在随机

动力学领域的最新研究进展，以及所取得的一些成

果，包括随机响应与分岔、离出问题以及在随机非

光滑系统中的应用．用胞映射方法来研究随机动力

系统有明显的优势，但又面临众多挑战，比如：

（１）高维问题一直以来是众多研究者所密切
关注的难题，目前的改进方法已取得重大研究进

展，特别是并行胞映射方法的提出大大提升了计算

维数．对高维非线性随机动力系统而言，如何改进
短时高斯逼近策略，并结合并行技术应该是有效的

途径．
（２）胞映射方法已经在众多非线性动力学领

域有重要应用，如逃逸问题、碰撞振动系统、分数阶

系统等，未来的研究可以结果高效胞映射方法进一

步拓展在随机动力系统中的应用范围，发现新的动

力学现象．
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