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基于柔性关节机械臂振动的空间非合作
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摘要　针对空间在轨服务任务中捕获的非合作目标的质量辨识问题，提出了一种基于柔性关节机械臂振动

频率的质量辨识方法．在该方法中，首先利用操作航天器上的柔性关节机械臂捕获空间非合作目标；然后对

操作航天器、柔性关节机械臂与空间非合作目标形成的组合体进行动力学建模；最后通过分析柔性关节机

械臂的振动频率来辨识空间非合作目标的质量．数值仿真结果证实了该方法的有效性．

关键词　柔性关节机械臂，　空间非合作目标，　组合体，　动力学建模，　质量辨识

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６０５０

引言

空间在轨服务任务中，作为客户系统的目标航

天器可以分为合作目标和非合作目标［１］．一般地，
空间合作目标是指那些可以向其他航天器提供质

量特性参数等信息的目标航天器．目前，空间合作
目标的在轨服务技术已经比较成熟，并且成功应用

于空间站的交会对接等领域．例如，欧空局的
ＳＭＡＲＴＯＬＥＶ项目［２］、日本的 ＥＴＳＶＩＩ项目等．而
空间非合作目标是指质量特性参数未知的空间物

体，包括故障或失效卫星、空间碎片以及敌方航天

器［３］等．这类非合作目标的共性是与服务航天器间
没有互动的信息交流，进而对捕获后组合体的高精

度姿态控制产生不利的影响．因此必须对非合作目
标进行准确的质量辨识．

目前，针对非合作目标和组合体的质量辨识问

题，国内外学者进行了大量的研究，已经提出了一

些辨识方法．Ｍｕｒｏｔｓｕ等［４］研究了空间机器人捕获

未知目标后组合体参数辨识问题，提出了基于线动

量守恒原理的辨识方法，但该方法只能辨识组合体

的惯性参数，不能辨识未知目标的质量．Ｙｏｓｈｉｄａ
等［５］研究了飞轮动量矩误差等问题，提出了一种基

于角动量守恒原理解算出空间机器人及各连杆质

量参数修正值的方法，并且通过多次修正后得到目

标最优估计值．王明等［６］提出了一种基于机械臂运

动的组合航天器惯性参数在轨辨识方法．该方法先
通过空间机械臂的大范围运动来改变航天器的速

度，然后利用动量守恒原理辨识出组合航天器的质

量．张帆等［７］利用空间绳系机器人抓捕未知目标，

提出了一种利用抓捕后保持阶段的振动特性辨识

未知目标参数的方法．首先，根据质量特性参数辨
识的需要建立了系统的动力学模型；然后，分析非

合作目标和系绳在抓捕保持阶段的姿态运动；最后

在非合作目标与本体卫星没有任何信息交互的情

况下，利用抓捕阶段目标卫星和系绳特有的振动来

辨识非合作目标的质量．张海博等［８］将空间机器人

和非合作目标看作整个系统，基于加速度计测量模

型，利用递推最小二乘法完成了系统的质量、质心

的辨识．因为空间机器人各部分质量特性参数都是
已知的，进而可以解算出非合作目标和机械臂末端

作用器联合体的质量和质心位置．李冬柏等［９］研究

了捕获目标后在轨服务卫星质量和质心位置的辨

识问题，提出了利用最小二乘法来辨识卫星的质量

和质心的方法．金磊等［１０］利用单臂自由漂浮机器

人俘获未知目标．该方法可以分为两步：第一步在
惯性坐标系下建立机械臂和未知目标的动力学模

型，该模型中必然含有线动量和角动量等信息；第

二步测量得到不同时刻下单臂机器人线速度和机
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械臂角速度、关节角，基于动量守恒原理建立含有

未知目标质量特性的不同方程，最终完成辨识．该
方法有两个优点：一是避免了动量方程组奇异的问

题，二是允许系统线动量和角动量为零情况的存

在，更具有普遍性．
以上采用动量守恒原理或最小二乘法对非合

作目标质量辨识的研究对象大多为非合作目标或

与机械臂组成的刚性组合体，且忽略了机械臂的关

节柔性．即便如文献［１１］所研究的带有柔性连杆
的空间机械臂，也只是考虑了连杆柔性而非关节柔

性．本文针对非合作目标与柔性关节机械臂组成的
刚柔耦合组合体提出了一种利用柔性关节机械臂

的振动频率辨识出非合作目标质量的方法，经验证

该方法可辨识出刚柔耦合组合体中非合作目标的

质量．

１　柔性关节机械臂与非合作目标动力学建模

１．１　问题描述
参考世界各国的 ＳＭＡＲＴＯＬＥＶ和 ＤＥＯＳ等项

目，不失一般性，组合体系统包括操作航天器及安装

于其上的空间机械臂和非合作目标，如图１所示．

图１　组合体的示意图

Ｆｉｇ．１　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｍｂｉｎｅｄｂｏｄｙ

１．２　组合体动力学建模
为了对捕获的非合作目标进行质量辨识，假设

空间坐标系 Ｏｘｙｚ为惯性坐标系．在操作航天器的

质心处建立本体坐标系 Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０，Ｏ０ｘ０ｙ０平面与

Ｏｘｙ平面共面．点Ａ为机械臂与操作航天器的铰接

点，Ｏ０ｘ０轴通过Ｏ０并指向点 Ａ，Ｏ０ｙ０轴由 Ｏ０ｘ０轴

逆时针旋转９０°得到，Ｏ０ｚ０轴符合右手螺旋定则．

在本文中只研究航天器在Ｏｘｙ平面中的运动，故忽
略ｚ轴方向．假设非合作目标为一个质点，图２为

操作航天器与非合作目标形成的组合体系统的简

化模型．

图２　组合体系统的简化模型

Ｆｉｇ．２　ＳｉｍｐｌｉｆｉｅｄＭｏｄｅｌｏｆｔｈｅＣｏｍｂｉｎｅｄｂｏｄｙＳｙｓｔｅｍ

假设操作航天器的质量为ｍ，关于其质心的转
动惯量为Ｊ．在惯性坐标系Ｏｘｙｚ中，质心位置为（ｘ，
ｙ）．Ｏｘ轴逆时针旋转到Ｏ０ｘ０轴的角度α，α为操作
航天器的俯仰角．操作航天器质心 Ｏ０到铰接点 Ａ
间的距离为ｄ．机械臂连杆１和连杆２均为均质杆，
质量分别为 ｍ１和 ｍ２，长度分别为 ｌ１和 ｌ２，关于各
自质心的转动惯量分别为 Ｊ１和 Ｊ２．两连杆关节是
柔性的，且两个铰接点处的刚度系数分别为 ｋ１和

ｋ２．连杆２的末端固定着一个质量未知的非合作目

标，质量表示为ｍ３．设机械臂连杆１和连杆２由于

关节柔性而发生弹性变形的转角分别为θ１和θ２．

非合作目标在坐标系Ｏｘｙｚ中的质心位置坐标
为：

ｘ３＝ｘ＋ｄｃｏｓα＋ｌ１ｃｏｓ（α＋θ１）＋

ｌ２ｃｏｓ（α＋θ１＋θ２）

ｙ３＝ｙ＋ｄｓｉｎα＋ｌ１ｓｉｎ（α＋θ１）＋

ｌ２ｓｉｎ（α＋θ１＋θ２










）

（１）

连杆１的质心位置坐标为：

ｘ１＝ｘ＋ｄｃｏｓα＋
１
２ｌ１ｃｏｓ（α＋θ１）

ｙ１＝ｙ＋ｄｓｉｎα＋
１
２ｌ１ｓｉｎ（α＋θ１

{ ）

（２）

连杆２的质心位置坐标为：

ｘ２＝ｘ＋ｄｃｏｓα＋ｌ１ｃｏｓ（α＋θ１）＋

１
２ｌ２ｃｏｓ（α＋θ１＋θ２）

ｙ２＝ｙ＋ｄｓｉｎα＋ｌ１ｓｉｎ（α＋θ１）＋

１
２ｌ２ｓｉｎ（α＋θ１＋θ２













 ）

（３）
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操作航天器的平动动能为：

ＴＰ＝
１
２ｍ（ｘ

２＋ｙ２） （４）

连杆１和连杆２的平动动能分别为：

ＴＩＰ＝
１
２ｍ１（ｘ

２
１＋ｙ

２
１） （５）

ＴＩＩＰ＝
１
２ｍ２（ｘ

２
２＋ｙ

２
２） （６）

操作航天器的转动动能为：

ＴＺ＝
１
２Ｊ·α

２ （７）

连杆１和连杆２的转动动能分别为：

ＴＩＺ＝
１
２Ｊ１（α＋

θ１）
２ （８）

ＴＩＩＺ＝
１
２Ｊ２（α＋

θ１＋θ２）
２ （９）

非合作目标的动能为：

Ｔ３＝
１
２ｍ３（ｘ

２
３＋ｙ

２
３） （１０）

系统的总动能为：

Ｔ＝ＴＰ＋ＴＩＰ＋ＴＩＩＰ＋ＴＺ＋ＴＩＺ＋ＴＩＩＺ＋Ｔ３ （１１）

铰接点处的弹性势能分别为：

Ｖ１＝
１
２ｋ１θ

２
１ （１２）

Ｖ２＝
１
２ｋ２θ

２
２ （１３）

系统总势能为：

Ｖ＝Ｖ１＋Ｖ２ （１４）

系统拉格朗日函数为：

Ｌ＝Ｔ－Ｖ （１５）

取系统广义坐标为：

ｑ１ｘ，ｑ２ｙ，

ｑ３α，ｑ４θ１，

ｑ５θ２．

系统广义力为零，即：

Ｑ１＝Ｑ２＝Ｑ３＝Ｑ４＝Ｑ５＝０ （１６）

将式（４）～（１４）代入式（１５），然后将式（１５）

～（１６）代入拉格朗日方程：

（
ｄ
ｄｔ

ｑｊ
－
ｑｊ
）Ｌ＝Ｑｊ

　　ｊ＝１，２，…，５ （１７）

得到系统动力学方程为：

Ｍｑ̈＋Ｃｑ＋Ｋｑ＝０ （１８）

其中，质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵分别为：

Ｍ

ｍ１１ ｍ１２ ｍ１３ ｍ１４ ｍ１５
ｍ２１ ｍ２２ ｍ２３ ｍ２４ ｍ２５
ｍ３１ ｍ３２ ｍ３３ ｍ３４ ｍ３５
ｍ４１ ｍ４２ ｍ４３ ｍ４４ ｍ４５
ｍ５１ ｍ５２ ｍ５３ ｍ５４ ｍ

















５５

Ｃ

ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３ ｃ１４ ｃ１５
ｃ２１ ｃ２２ ｃ２３ ｃ２４ ｃ２５
ｃ３１ ｃ３２ ｃ３３ ｃ３４ ｃ３５
ｃ４１ ｃ４２ ｃ４３ ｃ４４ ｃ４５
ｃ５１ ｃ５２ ｃ５３ ｃ５４ ｃ

















５５

Ｋ

ｋ１１ ｋ１２ ｋ１３ ｋ１４ ｋ１５
ｋ２１ ｋ２２ ｋ２３ ｋ２４ ｋ２５
ｋ３１ ｋ３２ ｋ３３ ｋ３４ ｋ３５
ｋ４１ ｋ４２ ｋ４３ ｋ４４ ｋ４５
ｋ５１ ｋ５２ ｋ５３ ｋ５４ ｋ

















５５

各矩阵元素的具体值见文末附录．

２　非合作目标的质量辨识方法

本文采用刚柔耦合组合体中柔性关节机械臂

振动的特征频率来辨识非合作目标的质量．

当机械臂处于平衡位置（即连杆１和连杆２关

节没有发生弹性变形）时，关节角为 θ１＝θ２＝０，将

系统动力学方程在机械臂平衡位置处进行小扰动

线性化得：

Ｍｑ̈＋Ｃｑ＋Ｋｑ＝０ （１９）

其中，质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵分别为：

Ｍ

ｍ１１ ｍ１２ ｍ１３ ｍ１４ ｍ１５
ｍ２１ ｍ２２ ｍ２３ ｍ２４ ｍ２５
ｍ３１ ｍ３２ ｍ３３ ｍ３４ ｍ３５
ｍ４１ ｍ４２ ｍ４３ ｍ４４ ｍ４５
ｍ５１ ｍ５２ ｍ５３ ｍ５４ ｍ

















５５

Ｃ

ｃ１１ ｃ１２ ｃ１３ ｃ１４ ｃ１５
ｃ２１ ｃ２２ ｃ２３ ｃ２４ ｃ２５
ｃ３１ ｃ３２ ｃ３３ ｃ３４ ｃ３５
ｃ４１ ｃ４２ ｃ４３ ｃ４４ ｃ４５
ｃ５１ ｃ５２ ｃ５３ ｃ５４ ｃ

















５５

６８１
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Ｋ

ｋ１１ ｋ１２ ｋ１３ ｋ１４ ｋ１５
ｋ２１ ｋ２２ ｋ２３ ｋ２４ ｋ２５
ｋ３１ ｋ３２ ｋ３３ ｋ３４ ｋ３５
ｋ４１ ｋ４２ ｋ４３ ｋ４４ ｋ４５
ｋ５１ ｋ５２ ｋ５３ ｋ５４ ｋ

















５５

各矩阵元素的具体值见文末附录．
系统特征频率的平方应为矩阵 Ｍ－１·Ｋ的特

征值，即：

ω２＝ｅｉｇ（Ｍ－１·Ｋ）
（２０）

表１中设定了系统的各参数值．

表１　系统参数

Ｔａｂｌｅ１　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅＳｙｓｔｅｍ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｕｎｉｔ Ｖａｌｕｅ
ｍ ｋｇ ２０
ｍ１ ｋｇ １
ｍ２ ｋｇ １
ｍ３ ｋｇ ５
ｄ ｍ ０．２
ｌ１ ｍ １
ｌ２ ｍ １
Ｊ ｋｇ·ｍ２ １０
Ｊ１ ｋｇ·ｍ２ ０．０８
Ｊ２ ｋｇ·ｍ２ ０．０８
ｋ１ Ｎ·ｍ ９００
ｋ２ Ｎ·ｍ ９００

根据表１中设定的参数，系统的特征值为：

　　
ｓ１＝
２．７２×１０５ｍ＋１．４０×１０６－１．８０ ７．０８×１０８ｍ２＋６．３１×１０９ｍ＋１．４３×１０槡

１１

１．６８×１０３ｍ＋８．０２×１０３

ｓ２＝
２．７２×１０５ｍ＋１．４０×１０６＋１．８０ ７．０８×１０８ｍ２＋６．３１×１０９ｍ＋１．４３×１０槡

１１

１．６８×１０３ｍ＋８．０２×１０










３

（２１）

　　两个特征值 ｓ１，２均大于零，故按照 ω１，２＝ ｓ１，槡 ２

来计算系统振动的特征频率是可行的．
本文首先解算振动的特征频率，然后代入公式

（２１）求出非合作目标的质量 ｍ３．将求解的质量与
实际质量进行对比，验证该方法的有效性．

对机械臂的振动进行数值仿真．仿真入口参数
如表１所示．

ＭＡＴＬＡＢ的仿真结果为：

图３　质量为５ｋｇ时机械臂振动的特征频率图

Ｆｉｇ．３　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆ

ｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ′ｓｖｉｂｒａｔｉｏｎｗｈｅｎｍ３＝５ｋｇ

在图３中，通过快速傅立叶变换得到机械臂振
动的前两阶特征频率分别为 ｆ１＝１．４２６Ｈｚ，ｆ２＝

２．５３８Ｈｚ．得到其角速度为 ω１，２＝２πｆ１，２，由 ｓ１，２＝

ω２１，２代入式（２１），反解出非合作目标的辨识值ｍ３．

图４　质量为８ｋｇ时机械臂振动的特征频率图

Ｆｉｇ．４　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆ

ｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ′ｓｖｉｂｒａｔｉｏｎｗｈｅｎｍ３＝８ｋｇ

根据一阶频率 ｆ１ ＝１．４２６Ｈｚ，解得 ｍ３ ＝

５．０００９６ｋｇ，相对误差为１．７２×１０－４；根据二阶频率
ｆ２＝２．５３８Ｈｚ，解得ｍ３ ＝－７．２６８１６ｋｇ（舍去）．

改变非合作目标的质量而不改变系统其它参

数取值，采用上述方法进行质量辨识．非合作目标
的质量分别取８ｋｇ、１０ｋｇ、１５ｋｇ和２０ｋｇ．图４～７为
不同质量下的机械臂振动特征频率的仿真结果．
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图５　质量为１０ｋｇ时机械臂振动的特征频率图

Ｆｉｇ．５　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆ

ｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ′ｓｖｉｂｒａｔｉｏｎｗｈｅｎｍ３＝１０ｋｇ

图６　质量为１５ｋｇ时机械臂振动的特征频率图

Ｆｉｇ．６　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆ

ｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ′ｓｖｉｂｒａｔｉｏｎｗｈｅｎｍ３＝１５ｋｇ

图７　质量为２０ｋｇ时机械臂振动的特征频率图

Ｆｉｇ．７　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅ

ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ′ｓｖｉｂｒａｔｉｏｎｗｈｅｎｍ３＝２０ｋｇ

表２列出了对于不同质量的非合作目标的质
量辨识结果．由表２可知，本文所提方法对刚柔耦
合组合体中的非合作目标质量辨识误差维持在较

小的数量级，在工程中可以接受．

表２　辨识结果

Ｔａｂｌｅ２　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅＩｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ｍ３／ｋｇ ｆ１／Ｈｚ ｍ３ ／ｋｇ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ
５ １．４２６ ５．０００９６ １．７２×１０－４

８ １．４０８ ７．９４６９０ ６．６３×１０－３

１０ １．４００ ９．９５９３５ ４．０６×１０－３

１５ １．３８６ １５．０３２００ ２．１０×１０－３

２０ １．３７８ １９．９６２８０ １．８６×１０－３

３　结论

本文以带有柔性关节机械臂的操作航天器和

空间非合作目标形成的刚柔耦合组合体为研究对

象，针对非合作目标质量辨识的问题进行了研究，

提出了一种基于柔性关节机械臂振动频率来辨识

空间非合作目标质量的方法．该方法仅需机械臂小
角度的运动，且通过传感器对机械臂的振动进行记

录，然后利用快速傅立叶变换求出振动的特征频

率，从而反解出非合作目标的质量．仿真验证了该
方法的可行性，可应用于未来的刚柔耦合组合体中

非合作目标的质量辨识中．
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附录：

　　式（１８）中矩阵Ｍ、Ｃ、Ｋ的各元素分别为：
ｍ１１＝ｍ＋ｍ１＋ｍ２＋ｍ３
ｍ１２＝０
ｍ１３＝－（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄｓｉｎα－

（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｓｉｎ（α＋θ１）－

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｓｉｎ（α＋θ１＋θ２）

ｍ１４＝－（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｓｉｎ（α＋θ１）－

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｓｉｎ（α＋θ１＋θ２）

ｍ１５＝－（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｓｉｎ（α＋θ１＋θ２）

ｍ２１＝ｍ１２
ｍ２２＝ｍ１１

ｍ２３＝（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄｃｏｓα＋（
１
２ｍ１＋ｍ２＋

ｍ３）·ｌ１ｃｏｓ（α＋θ１）＋（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｃｏｓ

（α＋θ１＋θ２）

ｍ２４＝（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｃｏｓ（α＋θ１）＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｃｏｓ（α＋θ１＋θ２）

ｍ２５＝（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｃｏｓ（α＋θ１＋θ２）

ｍ３１＝ｍ１３
ｍ３２＝ｍ２３

ｍ３３＝（
１
４ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
１＋（

１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋

（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄ
２＋（ｍ１＋２ｍ２＋２ｍ３）

ｄｌ１ｃｏｓθ１＋
（ｍ２＋２ｍ３）ｄｌ２ｃｏｓθ２＋（ｍ２＋２ｍ３）ｌ１ｌ２ｃｏｓθ２
＋
Ｊ＋Ｊ１＋Ｊ２

ｍ３４＝（
１
４ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
１＋（

１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋

（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄｌ１ｃｏｓθ１＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｄｌ２ｃｏｓ（θ１＋θ２）＋

（ｍ２＋２ｍ３）ｌ１ｌ２ｃｏｓθ２＋Ｊ１＋Ｊ２

ｍ３５＝（
１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｄｌ２ｃｏｓ（θ１＋θ２）＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｌ２ｃｏｓθ２＋Ｊ２

ｍ４１＝ｍ１４
ｍ４２＝ｍ２４
ｍ４３＝ｍ３４

ｍ４４＝（
１
４ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
１＋（

１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋

（ｍ２＋２ｍ３）ｌ１ｌ２ｃｏｓθ２＋Ｊ１＋Ｊ２

ｍ４５＝（
１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋（

１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｌ２ｃｏｓθ２＋Ｊ２

ｍ５１＝ｍ１５
ｍ５２＝ｍ２５
ｍ５３＝ｍ３５
ｍ５４＝ｍ４５

ｍ５５＝（
１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋Ｊ２

ｃ１１＝ｃ１２＝ｃ２１＝ｃ２２＝ｃ３１＝ｃ３２＝ｃ４１＝ｃ４２＝ｃ５１＝ｃ５２＝０
ｃ１３＝－α１［（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄｃｏｓα＋

（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｃｏｓ（α＋θ１）＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｃｏｓ（α＋θ１＋θ２）］

ｃ１４＝－［（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｃｏｓ（α＋θ１）＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｃｏｓ（α＋θ１＋θ２）］（２α＋

θ１）

ｃ１５＝－（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｃｏｓ（α＋θ１＋θ２）（２α＋２

θ１＋θ２）

ｃ２３＝－α１［（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄｃｏｓα＋

（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｓｉｎ（α＋θ１）＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｓｉｎ（α＋θ１＋θ２）］

ｃ２４＝－［（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｓｉｎ（α＋θ１）＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｓｉｎ（α＋θ１＋θ２）］（２α＋

θ１）

ｃ２５＝－（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｓｉｎ（α＋θ１＋θ２）（２α＋２

θ１＋θ２）

ｃ３３＝－θ１（ｍ１＋２ｍ２＋２ｍ３）ｄｌ１ｓｉｎθ１－
θ２（ｍ２＋２ｍ３）ｌ１ｌ２ｓｉｎθ２－
（θ１＋θ２）（ｍ２＋２ｍ３）ｄｌ２ｓｉｎ（θ１＋θ２）
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ｃ３４＝－θ１（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄｌ１ｓｉｎθ１－

θ２（ｍ２＋２ｍ３）ｌ１ｌ２ｓｉｎθ２－

θ１（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｄｌ２ｓｉｎ（θ１＋θ２）

ｃ３５＝－θ２（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｌ２ｓｉｎθ２－

（２θ１＋θ２）（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｄｌ２ｓｉｎ（θ１＋θ２）

ｃ４３＝α［（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄｌ１ｓｉｎθ１＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｄｌ２ｓｉｎ（θ１＋θ２）］

ｃ４４＝０

ｃ４５＝－（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｌ２ｓｉｎθ２（２α＋２

θ１＋θ２）

ｃ５３＝α［（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｄｌ２ｓｉｎ（θ１＋θ２）＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｌ２ｓｉｎθ２］

ｃ５４＝（θ１＋２θ２）（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｌ２ｓｉｎθ２

ｃ５５＝（
１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋Ｊ２

ｋ１１＝ｋ１２＝ｋ１３＝ｋ１４＝ｋ１５＝ｋ２１＝ｋ２２＝ｋ２３＝ｋ２４＝ｋ２５＝０
ｋ３１＝ｋ３２＝ｋ３３＝ｋ３４＝ｋ３５＝ｋ４１＝ｋ４２＝ｋ４３＝ｋ４５
＝ｋ５１＝ｋ５２＝ｋ５３＝ｋ５４＝０

ｋ４４＝ｋ１
ｋ５５＝ｋ２
式（１９）中矩阵ｍ、ｃ、ｋ的各元素分别为：
ｍ１１＝ｍ＋ｍ１＋ｍ２＋ｍ３
ｍ１２＝０

ｍ１３＝－［（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄ＋（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２］ｓｉｎα

ｍ１４＝－［（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１＋（

１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２］ｓｉｎα

ｍ１５＝－
１
２（ｍ２＋２ｍ３）ｌ２ｓｉｎα

ｍ２１＝０
ｍ２２＝Ｍ１１

ｍ２３＝［（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄ＋（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２］ｃｏｓα

ｍ２４＝［（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１＋（

１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２］ｃｏｓα

ｍ２５＝（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｃｏｓα

ｍ３１＝ｍ１３
ｍ３２＝ｍ２３

ｍ３３＝（
１
４ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
１＋（

１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋

（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄ
２＋（ｍ１＋２ｍ２＋２ｍ３）ｄｌ１＋

（ｍ２＋２ｍ３）ｄｌ２＋（ｍ２＋２ｍ３）ｌ１ｌ２＋Ｊ＋Ｊ１＋Ｊ２

ｍ３４＝（
１
４ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
１＋（

１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋

（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄｌ１＋（

１
２ｍ２＋ｍ３）ｄｌ２＋

（ｍ２＋２ｍ３）ｌ１ｌ２＋Ｊ１＋Ｊ２

ｍ３５＝（
１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋（

１
２ｍ２＋ｍ３）ｄｌ２＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｌ２＋Ｊ２

ｍ４１＝ｍ１４
ｍ４２＝ｍ２４
ｍ４３＝ｍ３４

ｍ４４＝（
１
４ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
１＋（

１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋

（ｍ２＋２ｍ３）ｌ１ｌ２＋Ｊ１＋Ｊ２

ｍ４５＝（
１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋（

１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｌ２＋Ｊ２

ｍ５１＝ｍ１５
ｍ５２＝ｍ２５
ｍ５３＝ｍ３５
ｍ５４＝ｍ４５

ｍ５５＝（
１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋Ｊ２

ｃ１１＝Ｃ１２＝Ｃ２１＝Ｃ２２＝Ｃ３１＝Ｃ３２＝Ｃ４１＝Ｃ４２＝Ｃ５１
＝Ｃ５２＝０

ｃ１３＝－α１ｃｏｓα［（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄ＋

（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１＋（

１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２］

ｃ１４＝－［（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２］（２α＋

θ１）ｃｏｓα

ｃ１５＝－α（ｍ２＋２ｍ３）ｌ２ｃｏｓα
ｃ２３＝－α［（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｄｃｏｓα＋

（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１ｓｉｎα＋
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（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２ｓｉｎα］

ｃ２４＝－［（
１
２ｍ１＋ｍ２＋ｍ３）ｌ１＋

（
１
２ｍ２＋ｍ３）ｌ２］（２α＋

θ１）ｓｉｎα

ｃ２５＝－α（ｍ２＋２ｍ３）ｌ２ｓｉｎα
ｃ３３＝Ｃ３４＝Ｃ３５＝Ｃ４３＝Ｃ４４＝Ｃ４５＝Ｃ５３＝Ｃ５４＝０

ｃ５５＝（
１
４ｍ２＋ｍ３）ｌ

２
２＋Ｊ２

ｋ１１＝ｋ１２＝ｋ１３＝ｋ１４＝ｋ１５＝ｋ２１＝ｋ２２＝ｋ２３＝ｋ２４
＝ｋ２５＝０

ｋ３１＝ｋ３２＝ｋ３３＝ｋ３４＝ｋ３５＝ｋ４１＝ｋ４２＝ｋ４３＝ｋ４５
＝ｋ５１＝ｋ５２＝ｋ５３＝ｋ５４＝０

ｋ４４＝ｋ１
ｋ５５＝ｋ２
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