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摘要　研究了含干摩擦粘／弹性构件的两类非光滑减振器的动力学问题．首先，建立了含摩擦粘性构件和含

摩擦弹性构件的力学模型，其中摩擦模型采用Ｃｏｕｌｏｍｂ干摩擦模型，不计弹性构件和粘性构件的质量，给出

了该构件粘性力和弹性力的计算方法，通过控制摩擦阻尼器的正压力调整混合阻尼器的粘性力的最大值和

弹簧力的最大值．分别建立了含摩擦粘／弹性阻尼器的单自由度和二自由度振动系统的动力学方程，通过数

值仿真，首先分析了动、静摩擦系数对含摩擦粘／弹性构件单自由度振动系统动力学特性的影响，然后分析

了含摩擦粘／弹性构件二自由度振动系统的动力学特性，仿真结果表明，通过控制摩擦阻尼器受到的的正压

力获得更好的减振效果．
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引言

在航空、航天、机械、车辆、建筑等诸多领域中，

减振始终是人们关注的重要问题．例如，在建筑领
域，为减少地震对建筑结构带来的损害，人们发展

并运用了结构抗震技术和结构减震技术．然而，单
纯运用结构抗震技术，比如通过提高构件的强度来

减少结构振动，会使得建造成本增加．相比之下，采
用结构减震技术，由附加的结构吸收大部分外荷载

带来的能量，可以节省许多建造成本．结构减震控
制技术可分为被动控制、半主动控制、主动控制、混

合控制和智能控制［１］．其中被动控制具有成本低和
维护方便等优点．

近十年来，Ｂａｋｒｅ等人［２］采用数值方法研究了

调频质量阻尼系统（ＴＭＤ）的参数优化问题．Ｂｒｉｚａｒｄ
等人［３］研究并设计了一种含摩擦的弹性减振构件

以减少发动机的振动对运载火箭的影响．Ｍｉｎａｇａｗａ
等人［４］将含摩擦的粘性构件用于建筑物的减振，分

析了在地震波作用下结构的动力学响应，以及该构

件吸收地震波的能力．Ｃｈｕｎｇ等人［５］通过数值方法

研究了含摩擦的半主动控制 ＴＭＤ系统，通过控制
摩擦力提高系统的减振效果．Ｗｅｂｅｒ等人［６］设计了

一个ＴＭＤ与磁流变阻尼器共同工作的结构，使得
主结构的振动减少６０％．Ｗａｎｇ等人［７，８］研究了含

摩擦的ＴＭＤ系统在机械加工中的减振效果．
Ｂｒｉｚａｒｄ和Ｍｉｎａｇａｗａ分别建立了含摩擦的弹性

减振构件和含摩擦的粘性减振构件的力学模型，分

析了两种构件单独用于结构上的减振效果，其中摩

擦阻尼器的摩擦模型采用了 Ｃｏｕｌｏｍｂ干摩擦模型，
但假设了动、静摩擦系数相同，且未研究两种构件

共同用于结构时的减振效果．Ｃｈｕｎｇ、Ｗｅｂｅｒ和
Ｗａｎｇ各自设计并分析了在主体结构和子结构之间
放置含摩擦构件的 ＴＭＤ系统的减振效果，但未研
究将含摩擦的减振构件放置在主体结构上的减振

效果．
为研究ＴＭＤ系统中含摩擦的非光滑粘／弹性

减振构件共同作用在主体结构上的减振特性，本文

将首先建立含摩擦（动、静摩擦系数不相等）非光

滑粘／弹性构件的力学模型；然后给出含摩擦的非
光滑粘／弹性构件单自由度振动系统的动力学方程
和含摩擦的非光滑粘／弹性构件二自由度 ＴＭＤ系
统的动力学方程；最后通过算例，利用数值仿真方

法分析了含摩擦的非光滑粘／弹性构件对上述系统
减振的效果．
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１　非光滑减振器动力学模型

１．１　摩擦阻尼器的摩擦模型
摩擦模型有很多种，其中 Ｃｏｕｌｏｍｂ干摩擦模型

是既简单又能较好地反映摩擦特性的摩擦模型［９］．
本文研究的非光滑减振器采用的是 Ｃｏｕｌｏｍｂ干摩
擦模型．

图１　干摩擦阻尼器的模型

Ｆｉｇ．１　Ｄａｍｐｅｒｍｏｄｅｌｗｉｔｈｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎ

含Ｃｏｕｌｏｍｂ干摩擦阻尼器的力学模型如图 １
所示，其中 ｘｆ为摩擦片的相对坐标．若不计摩擦片

质量，应用非光滑动力学方法［１０］，作用于摩擦片左

端（图１所示）的力Ｆ′ｆ可表示为

Ｆ′ｆ＝
－μＦＮｓｇｎ（ｘｆ） ｉｆｘｆ≠０

－μ０ＦＮｓｇｎ（̈ｘｆ） ｉｆｘｆ＝{ ０
（１）

式中，μ和 μ０分别为摩擦片之间的动、静摩擦系
数；ＦＮ为摩擦片所受的正压力；ｘｆ，̈ｘｆ分别是 ｘｆ对
时间的一阶和二阶导数；ｓｇｎ（）为符号函数，Ｓｇｎ为
集值函数［１１－１２］，可表示为：

Ｓｇｎ（ｘ）＝
＋１ ｘ＞０
［－１，＋１］ ｘ＝０
－１ ｘ＜

{
０

（２）

由式（１）和式（２）可以看出，Ｆ′ｆ是关于 ｘｆ的非

光滑函数［１０］，且当 ｘｆ和 ｘ̈ｆ均为零时，即摩擦片处
于粘滞（ｓｔｉｃｋ）状态时，Ｆ′ｆ的取值是一个范围．
１．２　含摩擦的非光滑粘／弹性构件的力学模型

摩擦阻尼器与其他构件串联成为混合阻尼器，

这在实际工程中十分普遍．含摩擦粘性构件和含摩
擦弹性构件的力学模型如图２所示，构件质量通常
忽略不计［１３］．

设粘性构件两端点的坐标分别用 ｘ１和 ｘｃ表
示，ＦＮＣ为其摩擦片的正压力，如图２（ａ）所示；弹性
构件两端点的坐标分别用ｘ１和ｘｋ表示，ＦＮＫ为其摩
擦片的正压力，如图２（ｂ）所示．

图２　（ａ）含干摩擦粘性构件的模型；（ｂ）含干摩擦弹性构件的模型

Ｆｉｇ．２　（ａ）Ｖｉｓｃｏｕｓｄａｍｐｅｒｗｉｔｈｆｒｉｃｔｉｏｎ；

（ｂ）Ｓｐｒｉｎｇｄａｍｐｅｒｗｉｔｈｆｒｉｃｔｉｏｎ

图２（ａ）所示的含干摩擦粘性构件的阻尼力与
摩擦片是否滑动有关．

当摩擦片滑动时，即ｘｃ（ｔｉ）≠０，则该时刻的阻
尼力Ｆ′ｆｃ１（ｔｉ）可表示为：

Ｆ′ｆｃ１（ｔｉ）＝－μＦＮＣｓｇｎ［ｘ１（ｔｉ）］　ｉｆｘｃ（ｔｉ）≠０ （３）
当摩擦片无滑动时，即ｘｃ（ｔｉ）＝０，则该时刻的

阻尼力Ｆ′ｆｃ１（ｔｉ）可表示为：

Ｆ′ｆｃ１（ｔｉ）＝
Ｆｐｒｅｐｆｃ１（ｔｉ） ｉｆＦｐｒｅｐｆｃ１（ｔｉ）≤μ０ＦＮＣ
Ｆ０ｆｃ（ｔｉ） ｉｆＦｐｒｅｐｆｃ１（ｔｉ） ＞μ０Ｆ{

ＮＣ

（４）
式中，

Ｆｐｒｅｐｆｃ１（ｔｉ）＝－ｃ２ｘ１（ｔｉ） （５）

Ｆ０ｆｃ（ｔｉ）＝－μ０ＦＮＣｓｇｎ［ｘ１（ｔｉ）］ （６）
下一步摩擦片是否滑动可由下式判断：

ｘｃ ｔｉ＋( )１ ＝ｘ１ ｔ( )ｉ －μＦＮＣｓｇｎ［ｘ１（ｔｉ）］／ｃ２ （７）
如果ｘｃ ｔｉ＋( )１ 与 ｘ１ ｔ( )ｉ同号，则摩擦片滑动，否

则不滑动．
同理，图２（ｂ）所示的含干摩擦弹性构件的弹

性力也与摩擦片是否滑动有关．
当摩擦片有滑动时，即ｘｋ（ｔｉ）≠０，则此时该构

件的弹性力Ｆ′ｆｋ１（ｔｉ）可表示为：

Ｆ′ｆｋ１（ｔｉ）＝
Ｆｐｒｅｐｆｋ１（ｔｉ） ｉｆｘ１（ｔｉ）ｘ１（ｔｉ＋１）≤０

Ｆｆｋ（ｔｉ） ｉｆｘ１（ｔｉ）ｘ１（ｔｉ＋１）＞{ ０
（８）

式中，

Ｆｐｒｅｐｆｋ１（ｔｉ）＝－ｋ２［ｘ１（ｔｉ）－ｘｋ（ｔｉ）］ （９）
Ｆｆｋ（ｔｉ）＝－μＦＮＫｓｇｎ［ｘ１（ｔｉ）］ （１０）
当摩擦片无滑动时，即ｘｋ（ｔｉ）＝０，则此时该构

件的弹性力Ｆ′ｆｋ１（ｔｉ）可表示为：

Ｆ′ｆｋ１（ｔｉ）＝
Ｆｐｒｅｐｆｋ１（ｔｉ） ｉｆＦ′ｐｒｅｐｆｋ１（ｔｉ） ＜μ０ＦＮＫ
Ｆ０ｆｋ（ｔｉ） ｉｆＦ′ｐｒｅｐｆｋ１（ｔｉ）≥ μ０Ｆ{

ＮＫ

（１１）
式中，

３７１
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Ｆ０ｆｋ（ｔｉ）＝－μ０ＦＮＫｓｇｎ［Ｆ
ｐｒｅｐ
ｆｋ１（ｔｉ）］ （１２）

下一步摩擦片的滑动速度可用下式判断：

ｘｋ ｔｉ＋( )１ ＝
０ ｉｆＦ′ｐｒｅｐｆｋ１ ｔ( )ｉ ＜μ０ＦＮＫ
ｘ１（ｔｉ） ｉｆＦ′ｐｒｅｐｆｋ１（ｔｉ）≥ μ０Ｆ{

ＮＫ

（１３）
下一步的ｘｋ（ｔｉ＋１）可表示为：
ｘｋ（ｔｉ＋１）＝ｘ１（ｔｉ）＋Ｆｆｋ１（ｔｉ）／ｋ２ （１４）

１．３　单自由度非光滑振动系统的力学模型
图３（ａ）是单自由度非光滑振动系统的力学模

型．设滑块质量为 ｍ１，左侧与刚度系数为 ｋ１的弹
簧和阻尼系数为 ｃ１的阻尼器连接，右侧与含摩擦
的非光滑粘／弹性构件连接，滑块的水平坐标为ｘ１，
在外激励Ｆ１（ｔ）的作用下运动．

图３　（ａ）单自由度非光滑振动系统模型；（ｂ）ｍ１受力示意图

Ｆｉｇ．３　（ａ）Ｎｏｎｓｍｏｏｔｈｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ１ＤＯＦ；

（ｂ）Ｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｏｆｍ１

滑块ｍ１受力如图３（ｂ）所示，其中 Ｆｆｃ１和 Ｆｆｋ１
是含摩擦粘弹性构件作用在滑块上的力，且 Ｆｆｃ１＝
Ｆ′ｆｃ１，Ｆｆｋ１＝Ｆ′ｆｋ１，其值由前面给出的公式确定，该滑
块的动力学方程为：

ｍ１ｘ̈１（ｔ）＝Ｆ１（ｔ）＋Ｆｆｃ１（ｔ）＋Ｆｆｋ１（ｔ）－Ｆｆ１（ｔ）（１５）
式中，

Ｆ１（ｔ）＝ｍ１Ａｓｉｎ（ωｔ） （１６）
Ｆｆ１（ｔ）＝ｃ１ｘ１（ｔ）＋ｋ１ｘ１（ｔ） （１７）

其中Ａ，ω为常量．
１．４　二自由度非光滑振动系统（ＴＭＤ）的力学模型

图４（ａ）所示的二自由度非光滑振动系统是在

图３（ａ）所示的力学模型基础上增加了一个线性质
量弹簧阻尼子系统．两个滑块相对基座的水平坐
标分别为ｘ１和ｘ２．

图４　（ａ）二自由度非光滑振动系统的力学模型；

（ｂ）ｍ１受力示意图；（ｃ）ｍ２受力示意图

Ｆｉｇ．４　（ａ）Ｎｏｎｓｍｏｏｔｈｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ２ＤＯＦ；

（ｂ）Ｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｏｆｍ１；（ｃ）Ｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｏｆｍ２

两滑块的受力如图４（ｂ）和（ｃ）所示，其动力学
方程为：

　
ｍ１ｘ̈１（ｔ）＝Ｆ１（ｔ）＋Ｆｆｃ１（ｔ）＋Ｆｆｋ１（ｔ）＋Ｆｆ２（ｔ）－Ｆｆ１（ｔ）

ｍ２ｘ̈２（ｔ）＝－Ｆ′ｆ２（ｔ{ ）

（１８）
式中，

Ｆｆ２（ｔ）＝Ｆ′ｆ２（ｔ）＝－ｃ３（ｘ１（ｔ）－ｘ２（ｔ））－
　　　　ｋ３（ｘ１（ｔ）－ｘ２（ｔ）） （１９）
由于摩擦力的存在，上述动力学方程是不连

续，不易用解析方法分析其动力学特性，通常采用

数值方法来分析．

２　数值仿真分析

２．１　对动、静摩擦系数的讨论
Ｂｒｉｚａｒｄ和Ｍｉｎａｇａｗａ等人在研究含摩擦粘／弹

４７１
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性减振器时，假设了动、静摩擦系数相同［３－４］，而在

现实中动摩擦系数通常小于静摩擦系数．本文以图
３所示系统为例分析动静摩擦系数对其幅频特性
的影响．设外激励频率ω范围为：０．０～２０．０ｒａｄ／ｓ，
且相关参数为：

Ａ＝１０ｍ／ｓ２，ｍ１＝５．０ｋｇ，ｋ１＝５００．０Ｎ／ｍ，ｃ１＝５．０
Ｎｓ／ｍ，ｋ２＝１１０．０Ｎ／ｍ，ｃ２＝１７．０Ｎｓ／ｍ，ＦＮＫ＝７４．５３Ｎ，
ＦＮＣ＝１２１．８８Ｎ．

分别取μ０＝μ＝０．２２和μ＝０．２２，μ０＝０．３时，
图５给出了外激励频率在８．０～１４．０ｒａｄ／ｓ范围内
的幅频特性曲线．

图５　不同摩擦系数时ｍ１的幅频响应图

Ｆｉｇ．５　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｍ１ｗｈｅｎμ０＝μａｎｄμ０＞μ

从仿真结果可以看出，在μ０＝μ和μ０＞μ两种
情况下，幅频特性曲线不同．最大幅值由０．２２１５ｍ
变为０．１９０９ｍ，幅值减小１６％，对应的外激励频率
由１０．６ｒａｄ／ｓ变成１０．４ｒａｄ／ｓ．
２．２　单自由度非光滑振动系统的仿真分析

系统如图３所示，设 ｍ１，ｋ１，ｃ１，ｋ２，ｃ２等参数同

上，取μ＝０．２２，μ０＝０．３．
由文中１．２和１．３中的公式可知，对于本文给

出的单自由度非光滑振动系统的动力学方程是分

段线性的，理论上可给出每段方程的解析解（积分

常数由初始条件确定）．由于判断滑动摩擦片ｓｔｉｃｋ
ｓｌｉｐ状态切换的表达式比较繁琐，且每个分段给出
的动力学方程解析解的初始条件均要由前一段方

程解的末端运动状态确定，由此导致动力学方程解

析解的表达式不易直观地体现该系统的振动特性．
在此，本文采用数值分析方法来研究其振动特性．

下面分五种情况进行数值仿真分析：

Ｃａｓｅ１：ＦＮＫ＝０．０Ｎ，ＦＮＣ＝０．０Ｎ；

Ｃａｓｅ２：ＦＮＫ＝０．０Ｎ，ＦＮＣ＝１２８．２３Ｎ；

Ｃａｓｅ３：ＦＮＫ＝１８０．０Ｎ，ＦＮＣ＝０．０Ｎ；
Ｃａｓｅ４：ＦＮＫ＝７４．５３Ｎ，ＦＮＣ＝１２１．８８Ｎ；
Ｃａｓｅ５：ＦＮＫ和ＦＮＣ充分大，摩擦片无滑动．
图６为五种情况下，该振动系统的幅频特性，其

中横坐标为外激励频率，纵坐标为振幅．在Ｃａｓｅ１的
条件下，含摩擦阻尼器未发挥作用，此时系统的阻尼

比为０．０５［１４］，最大幅值为１ｍ，对应的外激励频率为
１０ｒａｄ／ｓ．在Ｃａｓｅ２的条件下，该系统的最大振幅为０．
３０７３ｍ，对应的外激励频率为９．９ｒａｄ／ｓ．在 Ｃａｓｅ３的
条件下，该系统的最大振幅为０．５６８５ｍ，对应的外激
励频率为１０．７ｒａｄ／ｓ．在Ｃａｓｅ４的条件下，两个摩擦阻
尼器在外激励频率为１０～１１．８ｒａｄ／ｓ的范围内其摩
擦片会出现ｓｔｉｃｋｓｌｉｐ现象，如图７所示；该系统的最
大振幅为０．１９０９ｍ，对应的外激励频率为１０．４ｒａｄ／ｓ．
在Ｃａｓｅ５的条件下，摩擦阻尼器的摩擦片未发生滑
动，此时该系统的阻尼比为０．２，最大幅值为０．２１ｍ，
对应的外激励频率为１０．６ｒａｄ／ｓ．由此可见，可以通
过控制含摩擦阻尼器摩擦片的正压力来改变系统的

阻尼和刚度，以实现对系统振动的控制．

图６　情况１－５时ｍ１的幅频响应图

Ｆｉｇ．６　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｍ１ｉｎｔｈｅｃａｓｅｓｏｆ１－５

图７　ω＝１１ｒａｄ／ｓ时 ｘｃ和ｘｋ的时间历程图

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｘｃａｎｄｘｋｗｈｅｎω＝１１ｒａｄ／ｓ
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２．３　二自由度非光滑振动系统（ＴＭＤ）的仿真分析
振动系统如图４所示，设ｍ１，ｋ１，ｃ１，ｋ２，ｃ２，μ，μ０

同上，ｍ２＝０．５ｋｇ，ｋ３＝４０．０Ｎ／ｍ，ｃ３＝１．９Ｎｓ／ｍ．
下面分五种情况进行数值仿真分析：

Ｃａｓｅ６：ＦＮＫ＝０．０Ｎ，ＦＮＣ＝０．０Ｎ；
Ｃａｓｅ７：ＦＮＫ＝０．０Ｎ，ＦＮＣ＝９１．５８Ｎ；
Ｃａｓｅ８：ＦＮＫ＝１２９．９６Ｎ，ＦＮＣ＝０．０Ｎ；
Ｃａｓｅ９：ＦＮＫ＝５６．２６Ｎ，ＦＮＣ＝９１．１１Ｎ；
Ｃａｓｅ１０：ＦＮＫ和ＦＮＣ充分大，摩擦片无滑动．

图８　情况６－１０时ｍ１的幅频响应图

Ｆｉｇ．８　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｍ１ｉｎｔｈｅｃａｓｅｓｏｆ６－１０

图８为主体滑块 ｍ１的幅频特性曲线，其中横
坐标是外激励频率，纵坐标为主体滑块的振幅．在
Ｃａｓｅ６的条件下，含摩擦减振器不发挥作用，振幅的
两个峰值分别为０．３４３７ｍ和０．３２８９ｍ，对应的外激
励频率分别为８．４ｒａｄ／ｓ和１０．３ｒａｄ／ｓ．在 Ｃａｓｅ７的
条件下，主体滑块振幅的两个峰值为 ０．１９６ｍ和
０．１６７２ｍ，对应的外激励频率分别为 ７．７ｒａｄ／ｓ和
１０．５ｒａｄ／ｓ．在 Ｃａｓｅ８的条件下，主体滑块振幅的峰
值为０．２７６６ｍ，对应的外激励频率为 １１ｒａｄ／ｓ．在
Ｃａｓｅ９的条件下，主体滑块振幅的两个峰值为
０．１４９５ｍ和 ０．１４９３ｍ，对应的外激励频率分别为
８ｒａｄ／ｓ和１１．４ｒａｄ／ｓ．在Ｃａｓｅ１０的条件下，摩擦阻尼
器的摩擦片始终不滑动，主体滑块振幅的两个峰值

分别为０．１５４４ｍ和０．１５０３ｍ，对应的外激励频率分
别为８．１ｒａｄ／ｓ和１１．１ｒａｄ／ｓ．由此可见，将非光滑阻
尼器与吸振器（ｍ２，ｋ３，ｃ３）综合使用能得到更好地
减振效果．关于系统参数对减振效果进一步分析，
可通过无量纲化对系统进行动力学仿真，可得到更

加全面细致的分析结果．

３　结论

本文研究了含摩擦的非光滑粘／弹性构件对两

种非光滑振动系统的减振效果．
本文给出了含 Ｃｏｕｌｏｍｂ干摩擦的粘性构件和

弹性构件的力学模型以及相应的算法，建立了含摩

擦粘／弹性构件的单自由度振动系统和二自由度振
动系统的动力学方程．

数值仿真表明，当摩擦片的动、静摩擦系数不

同时，其动力学特性是不同的；认为动、静摩擦系数

相同，既不符合事实，也不能真实地反映系统动力

学特性．
通过数值仿真，分析了含摩擦粘／弹性构件对

振动系统幅频特性的影响，改变摩擦片的正压力可

以改变系统的刚度和阻尼，从而提高减振效果；单

自由度振动系统的幅值降到 ０．１９０９ｍ，与原系统
（无摩擦粘弹性构件的振动系统）相比最大振幅降

低了８０．９１％；二自由度振动系统的幅值降到 ０．
１４９５ｍ，与原系统相比最大振幅降低了８５．０５％．因
此，可利用含摩擦的非光滑粘／弹性构件，通过控制
摩擦片的正压力提高系统的减振效果．
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