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一般阻尼动力系统非奇异摄动法
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摘要　借助矩阵摄动理论，将模态叠加法运用于一般阻尼矩阵的动力学方程求解结构的动响应是一种较为

理想的方法．但当系统的外荷载激振频率接近于系统的固有频率时，直接将阻尼矩阵作为摄动矩阵，会使解

产生奇异，并导致求解失败或误差过大，这是因为模态坐标下的动力学方程是无阻尼方程．为了解决这一问

题，本文考虑在模态坐标的动力学方程中保留一定的阻尼．即将阻尼做分解，代入振动方程，得到不同阶次

摄动方程，再将摄动方程变换到模态坐标，即采用非奇异摄动方法．最后通过数值算例，得到一阶、二阶摄

动，将其与精确解进行比较．精度明显得到改善，基本趋于精确解．从而验证了本方法的精确性和有效性．
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引言

在工程问题中经常遇到参数小变化的情形，而

结构参数小变化引起结构振动特性变化的问题，对

工程结构的优化设计有重要意义．矩阵摄动法就是
用来研究由于结构参数小变化而引起的结构振动

的固有频率和模态向量的变化的方法．文献［１２］
分别介绍了结构振动特征值问题的矩阵摄动法和

退化系统振动分析的矩阵摄动法．之后 Ｃｈｅｎ等［３］

和Ｑｉｕ等［４］分别基于一阶矩阵摄动法与一阶参数

摄动法提出了计算区间参数结构动力响应的方法．
虽然采用一阶区间分析方法可以对区间参数结构

动力响应进行分析，但是当参数的不确定量稍大

时，采用一阶区间分析方法对结构动力响应范围进

行估计可能会失效．Ｑｉｕ等［５］基于二阶泰勒展开与

区间运算，对具有区间参数非线性结构动力响应范

围问题进行了讨论．然而由于此方法涉及到区间
运算，得到的结果可能对动力响应范围过分高估，

使得这一方法失去实际的工程意义．文献［６］基于
二阶摄动展开法与ＤＣ算法，提出一种估计区间参
数结构动力响应范围的方法，避免了区间运算带来

的对结构动力响应的过高估计．
阻尼一直是结构动力学中很难处理的一个问

题．例如，模态迭加法是求解结构动态响应较为有
效的方法之一，但在考虑结构阻尼时，模态迭加法

往往不能直接求解［７］，然而，对大部分结构而言，忽

略结构阻尼势必造成很大误差［８］．过去，在大部分
情况下，对于连续体结构，阻尼往往都被忽略掉了，

这样的结论对于结构的设计及强度分析也往往不

是很有说服力［９－１０］．考虑到在大部分情况下，阻尼
比较小，阻尼对结构动力性能的影响是有限的，因

此，动力学方程中的阻尼项可作为数学模型中的摄

动项．对于大型结构问题，可使用矩阵摄动方法对
此类问题进行求解．对于弱阻尼问题结构频率的求
解已有文献论述［１１］．关于阻尼动力系统的模态分
析矩阵摄动法和求解动力响应问题的矩阵摄动模

态叠加法，可参考文献［１２１３］．
借助矩阵摄动理论，将模态叠加法运用于一般

阻尼矩阵的动力学方程求解结构的动响应不失为一

种较为理想的方法．在大部分情况下直接将阻尼矩
阵作为摄动矩阵，都不会出现问题．但是，当系统的
外荷载激振频率接近于系统的固有频率时，这种方

法会使解产生奇异，并导致求解失败或误差过大．这
是因为模态坐标下的动力学方程是无阻尼方程．因
此，为了解决这一问题，需要考虑在模态坐标的动力

学方程中保留一定的阻尼．即采用非奇异摄动方法．

１　非奇异摄动理论

设一般多自由度系统的振动方程为：

［Ｍ］［Ｘ¨］＋［Ｃ］［Ｘ·］＋［Ｋ］［Ｘ］＝［ｆ（ｔ）］（１）
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对于常见的工程问题，阻尼阵［Ｃ］的范数小于
质量矩阵和刚度矩阵．文献［１３］直接将［Ｃ］作为摄
动矩阵，有时会出现问题．为了在模态坐标的动力
学方程中保留阻尼，将阻尼矩阵做如下分解．即：

［Ｃ］＝［Ｃｄ］＋［Ｃｒ］ （２）
其中，矩阵［Ｃｄ］和［Ｃｒ］由以下方法确定：

设：［Ｃｄｍ］＝Ｄｉａｇ（［Φ］
Ｔ［Ｃ］［Φ］） （３）

即［Ｃｄｍ］为阻尼矩阵在使用模态矩阵［Φ］经过模
态变换后矩阵主对角元素矩阵．而［Ｃｒｍ］被定义为：

［Ｃｒｍ］＝［Φ］
Ｔ［Ｃ］［Φ］－［Ｃｄｍ］ （４）

也就是说［Ｃｒｍ］为［Φ］
Ｔ［Ｃ］［Φ］的非对角线元素

矩阵．将矩阵［Ｃｄｍ］和［Ｃｒｍ］变换到物理坐标后为：
［Ｃ］＝［Ｍ］［Φ］［Ｃｄｍ］［Φ］

Ｔ［Ｍ］＋
［Ｍ］［Φ］［Ｃｒｍ］［Φ］

Ｔ［Ｍ］ （５）
比较式（２）和（５），即可得矩阵［Ｃｄ］和［Ｃｒ］的

表达式：

［Ｃｄ］＝［Ｍ］［Φ］［Ｃｄｍ］［Φ］
Ｔ［Ｍ］ （６）

［Ｃｒ］＝［Ｍ］［Φ］［Ｃｒｍ］［Φ］
Ｔ［Ｍ］ （７）

［Ｃｄ］可以被称为主阻尼矩阵，［Ｃｒ］称为剩余
阻尼矩阵．一般来说，剩余阻尼矩阵的范数更小一
些，可将其作为摄动矩阵，因此定义：

［Ｃｒ］＝ε［Ｃｐ］ （８）
其中，ε为摄动量，属于小参数，［Ｃｐ］称为摄动矩
阵．故式（１０）就可重新被写成：
［Ｍ］［Ｘ¨］＋（［Ｃｄ］＋ε［Ｃｐ］）［Ｘ

·
］＋［Ｋ］［Ｘ］＝［ｆ（ｔ）］

（９）
依据摄动理论，当参数发生微小变化时，其解

也必发生相应变化．设响应［Ｘ］的解在摄动后为：
［Ｘ］＝［Ｘ０］＋ε［Ｘ１］＋ε

２［Ｘ２］＋…… （１０）
在保留同量级误差的前提下，可得不同阶次的

动力学方程：

ε０　［Ｍ］［Ｘ¨０］＋［Ｃｄ］［Ｘ
·

０］＋［Ｋ］［Ｘ０］＝［ｆ（ｔ）］

（１１）
ε１　［Ｍ］［Ｘ¨１］＋［Ｃｄ］［Ｘ

·

１］＋［Ｋ］［Ｘ１］＝－［Ｃｐ］［Ｘ
·

０］

（１２）
ε２　［Ｍ］［Ｘ¨２］＋［Ｃｄ］［Ｘ

·

２］＋［Ｋ］［Ｘ２］＝－［Ｃｐ］［Ｘ
·

１］

（１３）
其余各阶摄动方程依次类推为：

　［Ｍ］［Ｘ¨ｉ］＋［Ｃｄ］［Ｘ
·

ｉ］＋［Ｋ］［Ｘｉ］＝－［Ｃｐ］［Ｘ
·

ｉ－１］

（１４）
从求解过程可以看出，其计算过程实为一迭代

运算．对于常见的工程问题，一般来说经过几次摄
动计算，基本都可以达到一个满意的精度．

２　模态变换解耦和求解过程

模态叠加法是在模态坐标下进行动力学方程

的求解．因此，在实际运行中需将摄动方程（１１～
１４）变换到模态坐标．设［ｑ（ｔ）］是方程模态坐标下
的响应解．则：

［Ｘ（ｔ）］＝［Φ］［ｑ（ｔ）］ （１５）
模态坐标下的各阶摄动的动力学方程可写为：

ε０　［̈ｑ０］＋［Ｃｄｍ］［ｑ０］＋［Λ］［ｑ０］＝［Φ］Ｔ［ｆ（ｔ）］

（１６）
ε１　［̈ｑ１］＋［Ｃｄｍ］［ｑ１］＋［Λ］［ｑ１］＝－［Ｃｒｍｐ］
［ｑ０］ （１７）

ε２　［̈ｑ２］＋［Ｃｄｍ］［ｑ２］＋［Λ］［ｑ２］＝－［Ｃｒｍｐ］
［ｑ１］ （１８）

各高阶摄动方程依次类推．式中矩阵［Λ］是以
各阶固有圆频率为对角元素的对角矩阵．矩阵
［Ｃｄｍ］也为对角矩阵．并且各阶摄动方程的系数矩
阵完全相同．这就给大系统多自由度问题的求解带

来很大方便．矩阵［Ｃｒｍｐ］＝
１
ε
［Ｃｒｍ］．

实际的运行过程可按以下步骤进行：

（１）不考虑阻尼项，对无阻尼动力系统进行模
态分析，确定模态矩阵［Φ］和频率矩阵［Λ］．

（２）按照式（３）和式（４）确定主阻尼矩阵
［Ｃｄｍ］和剩余阻尼矩阵［Ｃｒｍ］，并计算摄动阻尼矩
阵［Ｃｒｍｐ］．

（３）确定模态坐标下的初始条件．
［ｑ０］ ｔ＝０＝［Φ］

Ｔ［Ｍ］［Ｘ０］ｔ＝０ （１９）

［ｑ０］ｔ＝０＝［Φ］
Ｔ［Ｍ］［Ｘ·０］ ｔ＝０ （２０）

其余各阶主坐标下摄动解［ｑｉ］及［ｑｉ］的初始条件
可设为零初始条件．

（４）由式（１６）～（１８）计算模态坐标下响应的
各阶摄动值［ｑ０］，［ｑ１］，［ｑ２］等等．

（５）叠加求解总响应值：
［ｑ］＝［ｑ０］＋ε［ｑ１］＋ε

２［ｑ２］＋… （２１）
（６）将响应值返回到原始坐标：
［Ｘ］＝［Φ］［ｑ］ （２２）

３　数值算例

阻尼系统动力学问题的矩阵摄动方法是为较

大规模动力学问题设计的．但为了对其计算效果和
精度进行分析，这里先以一个简单的二自由度动力

方程为例．
某二自由度问题动力方程如下：

３０１
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２ ０[ ]０ ４

Ｘ¨１

Ｘ¨[ ]
２

＋
０．４ －０．２
－０．２ ０．[ ]２

Ｘ·１

Ｘ·[ ]
２

＋

１６ －４
－[ ]４ ４

Ｘ１
Ｘ[ ]
２

＝[ ]２１ｓｉｎωｔ

其中ω＝０．８５ｒａｄ／ｓ
可以看出，阻尼矩阵较质量矩阵和刚度矩阵的

范数相对较小．所以，可以把阻尼矩阵作为摄动矩
阵，经过模态分析后，可计算出如表１．

表１　非奇异摄动法各阶摄动响应解比较
Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
Ｔｉｍｅ

０ｓ １ｓ ２ｓ ３ｓ ４ｓ ５ｓ ６ｓ ７ｓ ８ｓ

Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ
０
０

０．０９０３
０．０３８７

０．２２２８
０．２９２２

０．２３７７
０．６７０７

０．２００７
０．７５８７

－０．０６４５
０．２５７５

－０．２９７３
－０．７０３４

－０．４６２３
－１．４５６０

－０．２８７８
－１．３１８９

Ｕｎａｍｂｉｇｕｏｕｓｓｏｌｕｔｉｏｎ
０
０

０．０９３４
０．０３８０

０．２２１５
０．２９３６

０．２３０８
０．６８４０

０．２１５０
０．７８０６

－０．０７０３
０．２７４３

－０．２７８３
－０．７２９５

－０．４９４７
－１．５２５４

－０．２９４０
－１．４０３７

Ｚｅｒｏ－ｏｒｄｅｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ
０
０

０．０８９７
０．０３８１

０．２１９８
０．２８９１

０．２３４６
０．６６８２

０．２０２０
０．７５９６

－０．０５７６
０．２６３６

－０．２８８２
－０．６９５４

－０．４５８１
－１．４５２３

－０．２９４０
－１．３２３８

Ｆｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ
０
０

０．０９０４
０．０３８６

０．２２３４
０．２９２１

０．２３７７
０．６７０６

０．２００８
０．７５８６

－０．０６４９
０．２５７７

－０．２９７６
－０．７０３０

－０．４６２３
－１．４５５７

－０．２８８０
－１．３１９０

Ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ
０
０

０．０９０４
０．０３８７

０．２２３５
０．２９２１

０．２３７７
０．６７０７

０．２００８
０．７５８６

－０．０６５０
０．２５７６

－０．２９７７
－０．７０３３

－０．４６２３
－１．４５５９

－０．２８７９
－１．３１８９

　　从表１可以看出，不考虑阻尼的解与精确解都
有一定差距．而通过非奇异摄动法改进后，可以看
出，零阶摄动与精确解相比，精度明显得到改善．
一、二阶摄动后，基本趋于精确解．

在本例中，由计算得到系统的第一自振频率为

０．８５，此值与外荷载激振频率０．８５相等，但所得到
的解并未产生奇异，误差也很小，所以说，一般阻尼

动力系统的非奇异摄动法可以很好地解决当外荷

载激振频率接近固有频率时，直接将阻尼矩阵作为

摄动矩阵所造成的解的奇异性和误差过大问题．

４　结论

（１）大部分工程问题，其材料均为连续介质体
（如金属材料、混凝土等），阻尼为结构阻尼，具有

弱阻尼特性．运用矩阵摄动理论，提出了依据摄动
解计算有阻尼问题动力响应的方法．该方法有效地
克服了按常规无阻尼计算时造成的计算误差．

（２）摄动法采用了经典的多自由度动态模态
分析理论，简单而实用．与无阻尼问题模态迭加法
相比，因为使用了已有的模态和固有频率计算，增

加的计算量很小．所以，可以适用大型结构的动力
计算．

（３）由算例可以看出，采用非奇异摄动法，即
使激振频率等于自振频率，也并未产生奇异，并且

精度明显得到提高，二阶摄动后基本趋于精确解．
（４）由非奇异摄动法，将阻尼分解，使模态坐

标下的动力学方程转化为有阻尼方程，有效地解决

了由于激振频率等于系统固有自振频率时，直接将

阻尼阵作为摄动矩阵所造成的解的奇异性以及误

差过大问题．
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