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不确定拟哈密顿系统的随机最优控制
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（浙江大学航空航天学院力学系，杭州　３１００２７）

摘要　本文提出了不确定拟哈密顿系统、基于随机平均法、随机极大值原理和随机微分对策理论的一种随

机极大极小最优控制策略．首先，运用拟哈密顿系统的随机平均法，将系统状态从速度和位移的快变量形式

转化为能量的慢变量形式，得到部分平均的Ｉｔ随机微分方程；其次，给定控制性能指标，对于不确定拟哈密

顿系统的随机最优控制，根据随机微分对策理论，将其转化为一个极小极大控制问题；再根据随机极大值原

理，建立关于系统与伴随过程的前向后向随机微分方程，随机最优控制表达为哈密顿控制函数的极大极小

条件，由此得到最坏情形下的扰动参数与极大极小最优控制；然后，将最坏扰动参数与最优控制代入部分平

均的Ｉｔ随机微分方程并完成平均，求解与完全平均的 Ｉｔ随机微分方程相应的 ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ

（ＦＰＫ）方程，可得受控系统的响应量并计算控制效果；最后，将上述不确定拟哈密顿系统的随机最优控制策

略应用于一个两自由度非线性系统，通过数值结果说明该随机极大极小控制策略的控制效果．

关键词　不确定性，　极大极小最优控制，　极大值原理，　随机平均法
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引言

工程结构动力学大多可以通过拟哈密顿系统

建立数学模型，拟哈密顿系统的随机最优控制研究

具有重要的理论与实际意义．基于随机动态规划原
理的随机最优控制已有较多研究［１－３］．然而，随机
极大值原理是随机最优控制的另一个基本原理［２］，

基于此的随机最优控制研究相对较少，需要进一步

深入研究．此外，实际结构系统例如参数总存在一
定的随机性，相应的数学模型具有不确定性．不确
定拟哈密顿系统的基于随机极大值原理的随机最

优控制有待于研究发展．不确定系统的鲁棒控制已
有很多研究，而微分对策理论是解决不确定系统最

优控制的一个重要方法．本文简要介绍一个不确定
拟哈密顿系统的随机最优控制策略，它综合运用随

机平均法、随机极大值原理与微分对策理论．

１　随机平均控制系统

考虑如下多自由度受控的具有不确定参数的

拟哈密顿系统：
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为具有连续偏导数的哈密顿函数；ｃｉｊ＝ｃｉｊ（Ｑ，Ｐ）表
示拟线性阻尼系数；ｇｉｌ＝ｇｉｌ（Ｑ）表示非线性恢复
力；ｆｉｋ＝ｆｉｋ（Ｑ，Ｐ）表示随机激励幅值；为 ξｋ（ｔ）随机

过程；ｃ～ｉｊ（ｔ）、ｓ
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扰动部分；ｕｉ＝ｕｉ（Ｑ，Ｐ）表示反馈控制力．假定系统
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将系统方程（１）转化为Ｉｔ随机微分方程，运用
拟哈密顿系统的随机平均法得到平均系统方程，将
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系统由状态控制转化为能量控制，同时可降低控制

系统的维数．拟不可积哈密顿系统的平均方程为［４］
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式中Ｈ为平均的哈密顿函数，Ｂ为标准 Ｗｉｅｎｅｒ过
程．类似地，对于可积非共振情形，拟可积哈密顿系
统的平均方程为：
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（５）
式中Ｈ为独立积分向量．系统控制的性能指标［５］，

如不确定拟不可积哈密顿系统（２）的有限时间控
制指标
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式中Ｅ［．］表示平均算子；ｔｆ是控制的终止时间；Ｌ
称为成本函数；ｈ为终止成本．

２　基于极大极小的随机最优控制

方程（２）和（６）组成不确定系统的随机最优控
制问题．根据随机微分对策理论，该控制问题可以
表达为下列极小极大控制问题：
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根据随机极大值原理［２］，极小极大控制问题可

以转化为哈密顿函数 Ｈｃ的极大极小控制问题，Ｈｃ
满足前后向随机微分方程．哈密顿函数的极大极小
条件为
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式中λ、κ是伴随过程，
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由式（９）右端项关于 ｃ～ｉｊ，ｓ
～
ｉ和ｗ～ｉ极小化，可得

最坏扰动［６］：

ｃ～ｉｊ＝ｃ
０
ｉｊｓｇｎ（

Ｈ
Ｐｊ
Ｈ
Ｐｉ
λ），ｓ～ｌ ＝ｓ

０
ｌｓｇｎ（ｇｉｌ

Ｈ
Ｐｉ
λ），

ｗ～ｉ ＝－ｗ～
０
ｉｓｇｎ（

Ｈ
Ｐｉ
λ） （１０）

对于二次型控制力的函数Ｌ：
Ｌ（Ｈ，ｕ）＝ｆ（Ｈ）＋ｕＴＲｕ （１１）

式中Ｒ对称正定，ｆ（Ｈ）＞０．由式（９）右端项关于ｕｉ
极大化，可得最优控制［５］：
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将最优控制（１２）和最坏扰动（１０）代入式（２），得到
平均系统方程：
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相应的随机极大值原理确定的一阶伴随方程为
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方程（１３）和（１４）组成确定哈密顿函数 Ｈｃ的
前后向随机微分方程，求解该方程得到受控系统的

４９
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响应和伴随过程，从而确定最优控制（１２）．
假设伴随过程λ（ｔ）仅仅通过系统能量而随时

间ｔ变化，即：
λ（ｔ）＝λ（Ｈ（ｔ）） （１５）

这里λ（Ｈ）是某个确定性函数．对等式（１５）应用Ｉｔ
微分得到关于λ的微分方程，与（１４）比较可得关于
λ和κ的方程，简化后得到关于λ（Ｈ）的方程：
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给定边界条件，求解该二阶常微分方程，得到

伴随函数λ（Ｈ），代入式（１２）即得最坏扰动下的最
优控制［７］．

３　应用简例

考虑一个两自由度不确定非线性控制系统：
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式中ａ１，ａ２，ｂ，ｃ１和ｃ２为理想情形的刚度和阻尼系

数；ａ～ｉ，ｂ
～
，ｃ～ｉ和ｗ～ｉ为有界扰动，满足 ａ
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的独立高斯白噪声；ｕｉ为反馈控制力．该系统为拟
不可积系统，运用拟不可积哈密顿系统的随机平均

法，可得平均的 Ｉｔ微分方程（２）．对于性能指标
（６），根据极大极小控制策略确定最坏扰动：
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进一步确定最优控制力：
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相应的伴随过程可由式（１６）确定，其中 ｆ（Ｈ）
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２＋ｓ３Ｈ
３，ｕ＝（ｕ１，ｕ２），Ｒ＝（Ｒ１，Ｒ２）．

将最坏扰动（１８）和最优控制力（１９）代入式（１３），
得到平均方程，建立相应的 ＦＰＫ方程，求解之可得
概率密度，从而可估计受控系统的响应方差，及系

统响应的相对降低，即：
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其中，Ｅ［Ｑ２ｉｕ］为未控系统的响应方差．

图１　系统第一个自由度位移的相对降低随参数相对

扰动界ｂ０／ｂ的变化（Ｋｍ是本文最优控制的效果，

Ｋｎ是平均参数系统最优控制的效果）
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图２　极大极小控制系统与未控系统的位移和速度

（虚线为未控系统响应，实线为控制系统响应）

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙ

（ｗｈｅｒｅｄａｓｈｅｄｌｉｎｅｆｏｒｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｙｓｔｅｍ，

ｗｈｉｌｅｓｏｌｉｄｌｉｎｅｆｏｒｍｉｎｉｍａｘｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｙｓｔｅｍ）

选取无量纲量参数值ａ１＝１，ａ２＝２，ｂ＝２，ｃ１
＝ｃ２＝０．５，Ｒ１＝Ｒ２＝０．４，ｓ１＝０，ｓ２＝２．０，ｓ３＝０，ａ

０
１

＝０．１，ａ０２＝０．２，ｂ０＝０．２，ｃ
０
１＝０．０５，ｃ

０
２＝０．０５，ｗ

０
１＝

０．１，ｗ０２＝０．１，λ（０）＝－３．７．图１给出系统第一个
自由度位移的相对降低随参数相对扰动界 ｂ０／ｂ的
变化情况，可见系统响应的相对降低即控制效果随

扰动参数界ｂ０的增大而非线性地提高．本文介绍的
极大极小最优控制效果高于相应的平均参数系统最

优控制．图２为极大极小最优控制前后系统的位移
和速度样本图．研究表明：本文提出的极大极小最优
控制策略能有效地降低系统的速度和位移等响应

量，在控制效果方面明显优于平均参数系统最优控

制，而相应的控制效率尚则有待于进一步研究．
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