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导出变系数非线性动力学系统拉格朗日函数的

两种方法
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（安徽师范大学物理与电子信息学院，芜湖　２４１０００）

摘要　利用从运动微分方程出发和从第一积分出发导出拉格朗日函数的两种直接方法，构造变系数非线性

动力学系统 ｘ̈＋ｂ（ｘ）ｘ２＋ｃ（ｘ）ｘ＝０的拉格朗日函数和ｃ（ｘ）＝０特殊情况的拉格朗日函数族．另外，讨论了这

种非保守系统广义能量守恒的物理意义．
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ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６０１１

引言

非线性动力学系统的研究是数学物理学中的

重要课题，一个时期以来关于利用多种分析力学方

法来求解非线性微分方程，成为讨论的热点之

一［１－８］．例如，Ｖ．Ｋ．Ｃｈａｎｄｒａｓｅｋａｒ等对修改的 Ｅｍ
ｄｅｎ型方程（ＭＥＥ）

ｘ̈＋αｘｘ＋βｘ３＝０ （１）
得到与时间无关的第一积分后，构造出哈密顿函数

和拉格朗日函数，再通过正则变换求得不同的参数

（α，β）值范围的方程通解［１］；Ｚ．Ｅ．Ｍｕｓｉｅｌａｋ等提出
通过变量变换方法，对一个变系数非线性动力学系

统

ｘ̈＋ｂ（ｘ）ｘ２＋ｃ（ｘ）ｘ＝０ （２）
导出拉格朗日函数和哈密顿函数［２］，其拉格朗日
函数为

Ｌ（ｘ，ｘ）＝１２ｘ
２ｅ２Ｉｂ（ｘ）－∫

ｘ

ｘ０
ｘｃ（ｘ）ｅ２Ｉｂ（ｘ）ｄｘ （３）

式中

Ｉｂ（ｘ）＝∫
ｘ

ｘ０
ｂ（ｘ）ｄｘ （４）

Ｓ．Ｇｈｏｓｈ等也讨论了具有速度平方耗散项的
修改的Ｅｍｄｅｎ方程

ｘ̈＋αｘｘ２＋βｘ３＋λ１ｘ＝０ （５）

导出第一积分和拉格朗日函数，并讨论方程的

解［３］．显然，方程（５）是方程（２）的特例．此外，还有
不少工作涉及构建非线性微分方程多种形式的拉

格朗日函数，讨论特殊非线性系统的分析力学化问

题［４－９］．
非线性系统分析力学化的关键在于构造出对

应的拉格朗日函数以及哈密顿函数，即这种研究与

变分法逆问题密切相关．变分法逆问题是数学力学
物理学领域中古老而又常新的问题，它讨论给定的

微分方程能否通过变分原理导出，以及如何构建对

应的拉格朗日函数．构建拉格朗日函数有多种不同
的途径［１０－１５］，只是这些途径的适用范围和难易程

度不同，文献［１４］和［１５］分别提出从微分方程本
身出发以及从第一积分出发来直接构造拉格朗日

函数的两种比较普遍的方法，本文利用这两种方法

实现方程（２）的分析力学化，并与文献［２］中方法
相对照；此外，又进一步讨论方程（２）中 ｃ（ｘ）＝０
的情况，导出对应的拉格朗日函数族，这是文献

［２］中没有得到的结果．最后，讨论这种非保守的
系统“广义能量守恒”的意义．

１　从微分方程（２）直接导出拉格朗日函数

１．１　从微分方程直接导出拉格朗日函数的方法
文献［１４］提出一种直接从运动微分方程构造
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拉格朗日函数的方法．如果系统是一维的，运动微
分方程为

ｘ̈＋ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）＝０ （６）
设其拉格朗日函数具有如下形式

Ｌ＝１２ｕ（ｔ，ｘ，ｘ）ｘ
２＋ｖ（ｔ，ｘ） （７）

将式（７）代入拉格朗日方程，展开得到
Ａ̈ｘ＋Ａ１ｘ＋Ａ２ｘ

２＋Ａ３ｘ
３＋Ａ０＝０

Ａ（ｔ，ｘ，ｘ）＝ｕ＋２ｘｕ
ｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２

Ａ１（ｔ，ｘ，ｘ）＝
ｕ
ｔ

Ａ２（ｔ，ｘ，ｘ）＝
１
２（
ｕ
ｘ
＋

２ｕ
ｔｘ
）

Ａ３（ｔ，ｘ，ｘ）＝
１
２
２ｕ
ｘｘ

Ａ０（ｔ，ｘ，ｘ）＝－
ｖ
ｘ

（８）

由式（６）和式（８），得到
Ａｆ（ｔ，ｘ，ｘ）＝Ａ１ｘ＋Ａ２ｘ

２＋Ａ３ｘ
３＋Ａ０ （９）

这是确定函数ｕ（ｔ，ｘ，ｘ）和 ｖ（ｔ，ｘ）的偏微分方程．
显然，当函数 ｆ（ｔ，ｘ，ｘ）为某些特殊形式，如为速度
一次函数或二次函数时，可以根据情况选择函数 ｕ
的宗量以简化方程（９）的求解．
１．２　从方程（２）直接导出拉格朗日函数（３）

利用上述方法构建方程（２）的拉格朗日函数，
此时式（９）写成

Ａ［ｂ（ｘ）ｘ２＋ｃ（ｘ）ｘ］＝Ａ１ｘ＋Ａ２ｘ
２＋Ａ３ｘ

３＋Ａ０
（１０）

根据方程（２）的特点，可以选取 ｕ＝ｕ（ｘ），则式
（１０）写成

ｕ［ｂ（ｘ）ｘ２＋ｃ（ｘ）ｘ］＝１２
ｄｕ
ｄｘｘ

２－ｄｖｄｘ （１１）

将速度平方项与不含速度项分开，可以得到

ｕ＝ｅ２Ｉｂ（ｘ）　　（Ｉｂ ＝∫
ｘ

ｘ０
ｂ（ｘ）ｄｘ） （１２）

ｖ（ｘ）＝－∫
ｘ

ｘ０
ｅ２Ｉｂ（ｘ）ｃ（ｘ）ｘｄｘ （１３）

代入式（７），就导出拉格朗日函数（３）．
１．３　变系数与速度平方相关运动的拉格朗日函数族

运动方程（２）的一种特殊情况是 ｃ（ｘ）＝０，即
运动是变系数与速度平方相关的运动．显然，由式
（３）可以直接导出这种运动的一个拉格朗日函数．
但是，实际上这种运动存在拉格朗日函数族．证明

如下：取式（１０）中Ａ０＝０，即式（６）中ｖ＝０，并设

ｕ＝ｕ（ｘ，ｘ）， （１４）
由方程（１０）得到确定ｕ的方程为

（ｕ＋２ｘｕ
ｘ
＋１２ｘ

２２ｕ
ｘ２
）ｂ（ｘ）＝１２（

ｕ
ｘ
＋

２ｕ
ｘｘ
ｘ）

（１５）

方程的一个解族是

ｕ＝２
ｘ２
Ｆ（ｘｅＩｂ（ｘ）） （１６）

代入式（７），得到变系数速度平方相关的非保守运
动的拉格朗日函数族

Ｌ＝Ｆ（ｘｅＩｂ（ｘ）） （１７）

函数Ｆ应当满足下列条件

２Ｆ
ｘ２
≠０ （１８）

即函数Ｆ不能是常数或仅是坐标的函数，也不能是
速度的线性函数．当函数 Ｆ为宗量的二次函数时，
有

Ｌ１＝Ｆ（ｘｅ
Ｉｂ（ｘ））＝ｘ２ｅ２Ｉｂ（ｘ） （１９）

这是与式（３）中ｃ（ｘ）＝０的情况相一致的，只是系
数上存在区别．下面列出几个具体的拉格朗日函
数，例如

Ｌ２ ＝ｌｎ（ｘｅ
Ｉｂ（ｘ））＝ｌｎｘ＋∫

ｘ

ｘ０
ｂ（ｘ）ｄｘ （２０）

Ｌ３ ＝（ｘｅ
Ｉｂ（ｘ））α　　（α≠０，１） （２１）

式（２１）中α取不同值就导出不同函数形式的拉格

朗日函数，取值２时，就是式（１９）中 Ｌ１；取值
１
２时，

就是根式形式的拉格朗日函数；取值 －１时，就是
倒数形式的拉格朗日函数等等．这表明式（１７）拉
格朗日函数族中既有标准形式的，即可以看成动能

项与势能项之差的拉格朗日函数，也有非标准形式

的，即不再是动能项与势能项之差的拉格朗日函

数［７－８］．

２　从方程（２）的第一积分直接构造拉格朗
日函数

２．１　导出方程（２）第一积分
引入变量变换，将方程（２）写成两个一阶方程

ｘ＝ｙ

ｙ＋ｂ（ｘ）ｙ２＋ｃ（ｘ）ｘ＝０ （２２）

消除时间变量ｔ，导出一阶微分方程

１１
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ｙｄｙｄｘ＋ｂ（ｘ）ｙ
２＋ｃ（ｘ）ｘ＝０ （２３）

利用积分因子法［１６］，可得到上述一阶微分方程组

的积分

１
２ｙ

２ｅ２Ｉｂ（ｘ）＋∫
ｘ

ｘ０
ｘｃ（ｘ）ｅ２Ｉｂ（ｘ）ｄｘ＝ｃｏｎｓｔ． （２４）

变换为原来变量，即得到方程（２）的第一积分

Ｉ＝ｘＬ
ｘ
－Ｌ＝１２ｘ

２ｅ２Ｉｂ（ｘ）＋∫
ｘ

ｘ０
ｘｃ（ｘ）ｅ２Ｉｂ（ｘ）ｄｘ

（２５）

２．２　从第一积分构造Ｌａｇｒａｎｇｅ函数
文献［１５］给出一种从第一积分 Ｉ（ｔ，ｘ，ｘ）直接

构造拉格朗日函数的方法．对一维系统（６），设
Ｌ＝Ａ（ｔ，ｘ）Ｉ（ｔ，ｘ，ｘ）＋Ｂ（ｔ，ｘ） （２６）

其中第一积分应当满足条件

２Ｉ
ｘ２
≠０ （２７）

系数Ａ（ｔ，ｘ）和Ｂ（ｔ，ｘ）由下列方程确定

（
Ａ
ｔ
＋Ａ
ｘ
ｘ）Ｉ
ｘ
－Ａ
ｘ
Ｉ－２ＡＩ

ｘ
＋ＡＩ
ｘ
ｆ
ｘ
－Ｂ
ｘ
＝０

（２８）
将式（２５）积分代入，上式写成

（
Ａ
ｔ
＋Ａ
ｘ
ｘ）ｘｅ２Ｉｂ（ｘ）－Ａ

ｘ
［
１
２ｘ

２ｅ２Ｉｂ（ｘ）＋

　∫
ｘ

ｘ０
ｘｃ（ｘ）ｅ２Ｉｂ（ｘ）ｄｘ］－２Ａ［ｂ（ｘ）ｘ２＋

　ｃ（ｘ）ｘ］ｅ２Ｉｂ（ｘ）＋２Ａｂ（ｘ）ｘ２ｅ２Ｉｂ（ｘ）－Ｂ
ｘ
＝０

（２９）

上述方程的一个解是

Ａ＝１，

Ｂ＝－２∫
ｘ

ｘ０
ｘｃ（ｘ）ｅ２Ｉｂ（ｘ）ｄｘ （３０）

将积分Ｉ和Ａ，Ｂ代入式（２６），即得到式（３）拉格朗
日函数．
２．３　从第一积分构造平方阻尼运动的拉格朗日函

数族

对ｃ（ｘ）＝０时的运动，方程（２）可以变换为

ｘｄｘｄｘ＋ｂ（ｘ）ｘ
２＝０ （３１）

方程的第一积分可以写成

Ｉ１＝ｘｅ
Ｉｂ（ｘ） （３２）

积分Ｉ１不满足条件（２７），为此引入它的任意函数
作为新的积分

Ｉ＝Ｆ（Ｉ１）＝Ｆ（ｘｅ
Ｉｂ（ｘ）） （３３）

并要求其满足条件（２７），即

２Ｆ
ｘ２
≠０ （３４）

容易证明，对ｆ＝ｂ（ｘ）ｘ２和式（３２）中 Ｉ１，有下列关
系成立

－２
Ｉ１
ｘ
＋
Ｉ１
ｘ
ｆ
ｘ
＝０ （３５）

即满足存在拉格朗日函数族的条件［１７］．将ｆ和Ｉ代
入式（２８），有

（
Ａ
ｔ
＋Ａ
ｘ
ｘ）Ｉ
ｘ
－Ａ
ｘ
Ｉ－Ａ（２

Ｉ１
ｘ
－Ａ
Ｉ１
ｘ
ｆ
ｘ
）
ｄＩ
ｄＩ１
－

　Ｂ
ｘ
＝（Ａ
ｔ
＋Ａ
ｘ
ｘ）Ｉ
ｘ
－Ａ
ｘ
Ｉ－Ｂ
ｘ
＝０ （３６）

即Ａ和Ｂ都为常数，例如，可取Ａ＝１，Ｂ＝０．这就是
说，与速度平方相关的运动存在拉格朗日函数族

Ｌ＝Ｆ（ｘｅＩｂ（ｘ）） （３７）
这与式（１７）所示的结果相同，即利用第一积分也
能够导出变系数与速度平方相关运动的拉格朗日

函数族．

３　关于非线性耗散系统守恒量问题的讨论

在拉格朗日函数（３）中，１２ｘ
２ｅ２Ｉｂ（ｘ）可以看成

“动能”项，∫
ｘ

ｘ０
ｘｃ（ｘ）ｅ２Ｉｂ（ｘ）ｄｘ则看成“势能”项，由于

拉格朗日函数不显含时间 ｔ，故方程（２）所表示的
系统存在广义能量积分（２５），对应地，系统广义动
量和哈密顿函数为

ｐ＝ｘｅ２Ｉｂ（ｘ） （３８）

Ｈ＝１２ｐ
２ｅ－２Ｉｂ（ｘ）＋∫

ｘ

ｘ０
ｘｃ（ｘ）ｅ２Ｉｂ（ｘ）ｄｘ （３９）

Ｈ中不显含时间，是“守恒”量．
如何理解这种在与速度平方相关的非保守力

作用下系统的广义能量“守恒”？应当注意的是，

这里涉及到的“动能”、“势能”和“广义能量”，以及

“广义动量”的表达式中，都包含了含有空间积分

的因子Ｉｂ ＝∫
ｘ

ｘ０
ｂ（ｘ）ｄｘ．这个因子反映了非保守力

作用累积效应，与系统运动过程相关，即是非局域

的量，故这里所讲的“动能”、“势能”、“广义能量”

和“广义动量”，不仅与状态有关，而且与相关过程

有关．这些量的属性与通常所说的状态量“动量”、
“能量”不同，也与“冲量”、“功”等传统的过程量有

２１
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别，实际上这是新型的物理量．这种既与状态相关
又与过程相关的物理量的引入，意味着推广了传统

的物理量的分类，所以当说到系统（２）的“广义能
量守恒”时，这种守恒律也与传统力学意义上的守

恒律不同，是一种推广的守恒律．然而，从对非线性
非保守系统的研究来看，这样的推广是有意义的，

意味着能够利用“守恒”的拉格朗日函数和哈密顿

函数来描述这种系统，利用对应的分析力学理论来

处理这种系统的运动．

４　结论

１）研究非线性动力学系统课题常常需要利用
多种分析力学方法，即要实现非线性微分方程的分

析力学化，这就涉及变分法逆问题．本文分别利用
直接从运动方程出发和从第一积分出发构造拉格

朗日函数的两种方法，导出了带有变系数速度平方

相关运动方程（２）的拉格朗日函数（３）；同时还导
出了方程（２）的特殊情况的拉格朗日函数族（１７），
给出了这个族中的若干不同的拉格朗日函数，两种

方法给出的结果相同．与相关文献中提出的方法相
比较，本文构造拉格朗日函数的两种方法更普遍，

也简便可行，而且还可能导出新的重要结果．这意
味着在研究非线性系统运动方程的分析力学化时，

直接从运动方程出发或从第一积分出发构造拉格

朗日函数的两种方法是规范而且实用的方法．然
而，必须指出本文给出的方法只涉及一维系统，对

于多维系统仍需要继续研究．
２）在处理线性或非线性非保守系统的分析力

学化问题时，常常出现广义能量“守恒”，某些作者

直接将这种守恒量作为哈密顿函数，然后导出系统

的拉格朗日函数．本文对这种广义能量守恒作了深
入的分析，认为它不同于传统的守恒定律，因为其

中出现了既与状态相关又与过程相联系的新型物

理量．这种新型物理量的出现和守恒律的推广对于
处理非线性耗散系统运动问题是有意义的，值得进

一步深入研究．
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