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Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的广义斜梯度表示
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摘要　提出广义斜梯度系统并研究其性质，给出非定常 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统成为广义斜梯度系统的条件，利用广

义斜梯度系统的性质来研究力学系统的稳定性．举例说明结果的应用．

关键词　Ｌａｇｒａｎｇｅ系统，　广义斜梯度系统，　稳定性

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６０２０

引言

通常梯度系统的矩阵和函数都不含时间 ｔ．如
果矩阵和函数都含时间ｔ，则称为广义梯度系统．如
果斜梯度系统的矩阵和函数都含时间 ｔ，则称为广
义斜梯度系统．文献［１］指出，梯度系统特别适合
用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数来研究．文献［２］给出斜梯度系
统，但它们都不含时间．有关力学系统与梯度系统
的关联研究已有一些结果，如文献［３－１２］．本文
将通常斜梯度系统推广到包含时间的情形，并将非

定常Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的方程在一定条件下化成广义
斜梯度系统的方程，进而借助广义斜梯度系统来研

究力学系统的稳定性．

１　广义斜梯度系统

通常斜梯度系统的方程为［２］

ｘｉ＝ｂｉｊ（Ｘ）
Ｖ（Ｘ）
ｘｊ

（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｍ） （１）

这里及以后相同指标表示求和，其中 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，
…，ｘｍ），ｂｉｊ（Ｘ）＝－ｂｊｉ（Ｘ）．将方程（１）推广到包含
时间的情形，有

ｘｉ＝ｂｉｊ（ｔ，Ｘ）
Ｖ（ｔ，Ｘ）
ｘｊ

（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｍ） （２）

其中ｂｉｊ（ｔ，Ｘ）＝－ｂｊｉ（ｔ，Ｘ），称系统（２）为广义斜梯
度系统．

按方程（２）求Ｖ对时间的导数Ｖ，并利用（ｂｉｊ）
的反对称性，得

Ｖ＝Ｖ
ｔ
＋Ｖ
ｘｉ
ｂｉｊ
Ｖ
ｘｊ
＝Ｖ
ｔ

（３）

因此，对广义斜梯度系统（２），如果Ｖ＝Ｖ（ｔ，０）＝０，
Ｖ正定，且

Ｖ
ｔ
＜０ （４）

则由Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理知，解 Ｘ＝０稳定．以上性质可
用来研究可化成广义斜梯度系统的力学系统的稳

定性．

２　Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的梯度表示

Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的微分方程为
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝０（ｓ＝１，２，…，ｎ） （５）

其中Ｌ＝Ｌ（ｔ，ｑ，ｑ）为系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．假设系
统非奇异，即设

ｄｅｔ（
２Ｌ

ｑｓｑｋ
）≠０ （６）

则由（５）式可解出所有广义加速度，记作
ｑ̈ｓ＝αｓ（ｔ，ｑ，ｑ）（ｓ＝１，２，…，ｎ） （７）

令

ａｓ＝ｑｓ，ａ
ｎ＋ｓ＝ｑｓ （８）

则方程（７）可写成如下形式
ａμ＝Ｆμ（ｔ，ａ）（μ＝１，２，…２ｎ） （９）

其中

Ｆｓ＝ａ
ｎ＋ｓ，Ｆｎ＋ｓ＝αｓ （１０）

引进广义动量ｐｓ和Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ
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ｐｓ＝
Ｌ
ｑｓ
，Ｈ＝ｐｓｑｓ－Ｌ （１１）

则方程（５）可写成

ｑｓ＝
Ｈ
ｐｓ
，ｐｓ＝－

Ｈ
ｑｓ
（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１２）

进而，方程（１２）还可写成

ａμ＝ωμνＨ
ａν
（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （１３）

其中

ａｓ＝ｑｓ，ａ
ｎ＋ｓ＝ｑｓ，（ωμν）＝

０ｎ×ｎ １ｎ×ｎ
－１ｎ×ｎ ０( )

ｎ×ｎ

（１４）

方程（９）或方程（１３）一般不能成为广义斜梯
度系统．对方程（９）如果存在反对称矩阵（ｂμν（ｔ，
ａ））和函数Ｖ＝Ｖ（ｔ，ａ）满足下式

Ｆμ＝ｂμν
Ｖ
ａν
（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （１５）

则它可以成为广义斜梯度系统．对方程（１３），如果
存在反对称矩阵（ｂμν（ｔ，ａ））和函数 Ｖ＝Ｖ（ｔ，ａ）满
足下式

ωμνＨ
ａν
＝ｂμρ

Ｖ
ａρ
（μ，ν，ρ＝１，２，…，２ｎ） （１６）

则它可以成为广义斜梯度系统．
值得注意的是，如果式（１５）或式（１６）不满足，

还不能断定它不是广义斜梯度，因为这与方程（５）
的一阶形式的选取相关．方程（５）的一阶形式可有
多种选择，而式（９），式（１３）是其中的两种．例如，
还可选一部分ａ为ｑ，另一部分ａ选为ｑ的线性式．
对单自由度系统

ｑ̈＝α（ｔ，ｑ，ｑ） （１７）
可令

ａ１＝ｑ，ａ２＝ｑｆ（ｔ） （１８）
则有

ａ１＝ａ
２

ｆ（ｔ），ａ
２＝ｆ（ｔ）α（ｔ，ａ１，ａ

２

ｆ）＋
ｆ
ｆａ

２ （１９）

取

ａ１＝ｂ１２
Ｖ
ａ２
，ａ２＝ｂ２１

Ｖ
ａ１

（２０）

则有

ｂ１２
Ｖ
ａ２
＝ａ

２

ｆ（ｔ），ｂ２１
Ｖ
ａ１
＝ｆα（ｔ，ａ１，ａ

２

ｆ）＋
ｆ
ｆａ

２

（２１）

将第一个方程两边对 ａ１求偏导数，将第二个方程

两边对ａ２求偏导数，分别得到

ｂ１２
２Ｖ
ａ１ａ２

＋
ｂ１２
ａ１
Ｖ
ａ２
＝０

ｂ２１
２Ｖ
ａ２ａ１

＋
ｂ２１
ａ２
Ｖ
ａ１
＝ｆα
ａ２
＋
ｆ
ｆ （２２）

这样，对给出的α，可按式（２２）选ｂ１２，Ｖ，ｆ使之成为
广义斜梯度系统．如果

ｂ１２
ａ１
＝
ｂ１２
ａ２
＝０ （２３）

则有

ｆα
ａ２
＋
ｆ
ｆ＝０ （２４）

３　算例

例１　单自由度系统为

Ｌ＝ １
４（１＋ｔ２）

ｑ２－（１＋ １１＋ｔ）（１＋ｔ
２）ｑ２ （２５）

试将其化成广义斜梯度系统，并研究零解的稳定

性．
解：将式（２５）代入式（５）可得

ｑ̈＝－４ｑ（１＋ １１＋ｔ）（１＋ｔ
２）２＋ ２ｔ

１＋ｔ２
ｑ

若按方程（９）或方程（１３）选取 ａ１，ａ２，还不能成为
广义斜梯度系统．现令

ａ１＝ｑ，ａ２＝ ｑ
２（１＋ｔ２）

则有

ａ１＝２ａ２（１＋ｔ２），ａ２＝－２ａ１（１＋ １１＋ｔ）（１＋ｔ
２）

它可写成形式

ａ１

ａ( )２ ＝ ０ （１＋ｔ２）

－（１＋ｔ２）( )０

Ｖ
ａ１

Ｖ
ａ











２

其中矩阵是反对称的，而函数Ｖ为

Ｖ＝（ａ１）２（１＋ １１＋ｔ）＋（ａ
２）２

它在ａ１＝ａ２＝０邻域内是正定的，且有

Ｖ
ｔ
＝－ １
（１＋ｔ）２

（ａ１）２＜０

因此，零解ａ１＝ａ２＝０是稳定的．
对比式（２４），所选

ｆ＝ １
２（１＋ｔ２）

满足式（２４）．

７
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例２　单自由度系统为

Ｌ＝ ｑ２
４（２＋ｓｉｎｔ）（１＋ｅｘｐ（－ｔ））－

　（ｑ２＋１３ｑ
３）（２＋ｓｉｎｔ） （２６）

试将其化成广义斜梯度系统，并研究零解的稳定

性．
解：将式（２６）代入式（５）可得
ｑ̈＝－２（２＋ｓｉｎｔ）２（１＋ｅｘｐ（－ｔ））（２ｑ＋ｑ２）＋

　ｑ（ ｃｏｓｔ２＋ｓｉｎｔ－
ｅｘｐ（－ｔ）
１＋ｅｘｐ（－ｔ））

为将其化成广义斜梯度系统，可按式（２３），（２４）计
算．令

ｂ１２
ａ１
＝
ｂ１２
ａ２
＝０，ａ１＝ｑ，ａ２＝ｑｆ（ｔ）

则有

α＝－２（２＋ｓｉｎｔ）２（１＋ｅｘｐ（－ｔ））（２ａ１＋（ａ１）２）＋

　ａ
２

ｆ（
ｃｏｓｔ
２＋ｓｉｎｔ－

ｅｘｐ（－ｔ）
１＋ｅｘｐ（－ｔ）），

α
ａ２
＝１ｆ（

ｃｏｓｔ
２＋ｓｉｎｔ－

ｅｘｐ（－ｔ）
１＋ｅｘｐ（－ｔ））

将α，α
ａ２
代入式（２４），得

（
ｃｏｓｔ
２＋ｓｉｎｔ－

ｅｘｐ（－ｔ）
１＋ｅｘｐ（－ｔ））＋

ｆ
ｆ＝０

由此可得

ｆ＝ １
２（２＋ｓｉｎｔ）（１＋ｅｘｐ（－ｔ））

这样就有

ａ１＝ｑ，ａ２＝２（２＋ｓｉｎｔ）（１＋ｅｘｐ（－ｔ））

而方程（１９）成为
ａ１＝２ａ２（２＋ｓｉｎｔ）（１＋ｅｘｐ（－ｔ））

ａ２＝－（２ａ１＋（ａ１）２）（２＋ｓｉｎｔ）
它可写成形式

ａ１

ａ( )２ ＝ ０ （２＋ｓｉｎｔ）
－（２＋ｓｉｎｔ）( )０

Ｖ
ａ１

Ｖ
ａ











２

其中

Ｖ＝（ａ１）２＋１３（ａ
１）３＋（ａ２）２（１＋ｅｘｐ（－ｔ））

它在ａ１＝ａ２＝０邻域内正定，且

Ｖ
ｔ
＝－（ａ２）２ｅｘｐ（－ｔ）＜０

因此，零解ａ１＝ａ２＝０是稳定的．

４　结论

非定常力学系统的稳定性研究是一困难问题，

直接从微分方程出发来构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数往往不
易实现．本文通过广义斜梯度系统来研究一些非定
常Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的稳定性问题．力学系统一旦成为
广义斜梯度系统，并且使Ｖ＝Ｖ（ｔ，ａ）成为Ｌｙａｐｕｎｏｖ

函数，那么只要满足
Ｖ
ｔ
＜０就可判断系统的稳定

性．
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ＺＭ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｇｒａｄｉｅｎｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｈｏｌｏｎｏｍｉｃｍｅ

８



第１期 楼智美等：Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的广义斜梯度表示

ｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１４，６３（１１）：

１１０２０２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

９　梅凤翔，吴惠彬．事件空间中完整力学系统的梯度表示．

物理学报，２０１５，６４（２３）：２３４５０１（ＭｅｉＦＸ，ＷｕＨＢ．Ａ

ｇｒａｄｉｅｎｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｉｎｔｈｅｅｖｅｎｔ

ｓｐａｃｅ．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１５，６４（２３）：２３４５０１（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

１０ ＭｅｉＦＸ，ＷｕＨＢ．Ｓｋｅｗｇｒａｄｉｅｎｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｇｅｎｅｒ

ａｌｉｚｅｄＢｉｒｋｈｏｆｆｉａｎｓｙｓｔｅｍ．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，２０１５，２４

（１０）：１０４５０２

１１ 梅凤翔，吴惠彬．一阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的梯度表示．物理

学报，２０１３，６２（２１）：２１４５０１（ＭｅｉＦＸ，ＷｕＨＢ．Ａｇｒａ

ｄｉｅｎｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒＬａｇｒａｎｇｅｓｙｓｔｅｍ．Ａｃｔａ

ＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１３，６２（２１）：２１４５０１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１２ ＭｅｉＦＸ，ＣａｉＪＣ．Ｓｋｅｗｇｒａｄｉｅｎｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｃｏｎ

ｓｔｒａｉｎｅｄｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＭｅ

ｃｈａｎｉｃｓ，２０１５，３６（７）：８７３～８８２

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２５Ｊａｎｕａｒｙ２０１６，ｒｅｖｉｓｅｄ２５Ｆｅｂｒｕａｒｙ２０１６．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１４７２１７７）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｌｏｕｚｈｉｍｅｉ＠ｕｓｘ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＧＥＮＥＲＡＬＩＺＥＤＳＫＥＷＧＲＡＤＩＥＮＴＲＥＰＲＥＳＥＮＴＡＴＩＯＮ

ＦＯＲＬＡＧＲＡＮＧＥＳＹＳＴＥＭ

ＬｏｕＺｈｉｍｅｉ１　ＷａｎｇＹｕａｎｂｉｎ２

（１．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＰｈｙｓｉｃｓ，ＳｈａｏｘｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｏｘｉｎｇ　３１２０００，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＳｈａｏｘｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｏｘｉｎｇ　３１２０００，Ｃｈｉｎａ）
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