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摘要　将金融系统中的价格指数前的固定常数系数改进为弹性系数．利用 ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ定理和分岔定理，

讨论了该弹性系数对改进后的金融系统的平衡点稳定性，Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ分岔，Ｈｏｐｆ分岔及混沌的影响．运用 Ｍａｔ

ｌａｂ进行数值模拟，验证了所得到的理论结果．并给出参数变化时利率振幅的变化图和对应的相图，直观地

展示了金融系统的稳定状态、周期状态及混沌状态的规律．
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引言

金融系统是有关资金流动、集中和分配的一个

体系，包括股票、债券和其他证券的市场，还包括银

行和保险公司等金融中介机构．物价结构、供求关
系与利率等因素的相互影响，使得很多金融问题变

得复杂，如金融市场常会出现停滞、失控、甚至引发

金融危机等现象．面对复杂的金融系统，深入地研
究其内部结构，揭示金融系统发展规律和控制系统

的混沌状态，这显得尤为重要．很多学者已经研究
了一些非线性金融学模型（如 Ｇｏｏｄｗｉｎｓ［１］非线性
加速模型，利率与收入动态 ＩＳＬＭ模型［２］，混沌金

融系统数学模型［３－１１］），其中研究较多的金融模型

为一类混沌金融系统［３，４］，其数学表达式如下

ｘ′＝ｚ＋（ｙ－ａ）ｘ

ｙ′＝１－ｂｙ－ｘ２{
ｚ′＝－ｘ－ｃｚ

（１）

其中 ｘ代表利率，ｙ代表投资需求，ｚ代表价格指
数，ａ表示储蓄量，ｂ表示单位投资成本，ｃ表示商
品需求弹性．影响 ｘ变化的因素主要有两个方面：
一方面来自投资市场的供求矛盾，即投资和储蓄之

差；另一方面来自物价的结构调整．ｙ的变化率与
投资率成正比，与投资成本和利率成反比．ｚ的变化
一方面受商品市场供求矛盾的调节，另一方面又受

通货膨胀率的影响．

文献［３，４］研究了混沌金融系统（１）的参数与
Ｈｏｐｆ分岔之间的关系以及分岔混沌拓扑结构与全局
复杂性的关系．文献［５］研究了该系统的控制问题．
文献［６］研究了当储蓄量为ａ＝０．９，投资成本为ｂ＝
０．２，商品需求弹性为ｃ＝１．２时的金融系统（１）的线
性、加速、双周期函数的反馈控制．文献［７］研究了系
统（１）的分支与拓扑马蹄．Ｈｏｌｙｓｔ和Ｕｒｂａｎｏｗｉｃｚ［８］指
出，通过时滞反馈控制方法可以将模型（１）出现的混
沌状态控制成为一个稳定的周期解．因此，文献［９］
讨论了该时滞反馈系统的 Ｈｏｐｆ分岔的条件．文献
［１０］在此基础上，考虑了时滞反馈项 Ｋ［ｙ（ｔ）－ｙ（ｔ
－τ）］，对于系统（１）中ｙ的变化率的影响，并给出时
滞系统经历Ｈｏｐｆｐｉｃｔｈｆｏｒｋ分岔条件．

考虑到利率ｘ变化与物价价格有可能会出现
弹性正比关系，并发现调整弹性系数，也能使金融

系统出现的混沌状态消失，达到稳定状态，或周期

状态．所以本文对系统（１）中的第一方程中做了改
进，即在利率 ｘ原始变化中，将价格指数 ｚ前的权
值由１改为变系数ε，会得到如下模型：

ｘ′＝εｚ＋（ｙ－ａ）ｘ

ｙ′＝１－ｂｙ－ｘ２{
ｚ′＝－ｘ－ｃｚ

（２）

以ａ＞０，ｂ＞０和 ｃ＞０为前提，将价格指数前
的弹性系数ε和商品的需求弹性系数ｃ作为参数，
来研究价格结构对整个金融系统（２）的影响．
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如果想要研究系统的全局的动态行为，那么先

从系统的局部状态开始，即讨论平衡点的存在个数

与稳定性问题．令系统（２）右端为零，经计算可得：
当ε≥ｃ／ｂ－ａｃ时，系统（２）有唯一平衡点 Ｅ１；当 ε
＜ｃ／ｂ－ａｃ时，系统（２）有三个平衡点，分别为
Ｅ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）＝（０，１／ｂ，０）
Ｅ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２）＝

　 ｃ－ａｂｃ－ｂε
槡 ｃ ，ａ＋εｃ，－

１
ｃ
ｃ－ａｂｃ－ｂε
槡( )ｃ

Ｅ３（ｘ３，ｙ３，ｚ３）＝

　 － ｃ－ａｂｃ－ｂε
槡 ｃ ，ａ＋εｃ，

１
ｃ
ｃ－ａｂｃ－ｂε
槡( )ｃ

（３）
金融系统（２）在每个平衡点 Ｅｉ＝（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）（ｉ＝１，
２，３）的线性化后，得到相应的特征方程为

Ｆｉ（λ）＝（ｃ＋λ）ａ－ｙｉ＋λ）（ｂ＋λ）＋２ｘ
２[ ]ｉ ＋

　（ｂ＋λ）ε＝０ （４）
下面根据 ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ定理，探讨一下不动点分
岔的条件．

１　平衡点Ｅ１的ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ分岔与Ｈｏｐｆ分岔

将平衡点Ｅ１＝（０，１／ｂ，０）代入方程（４），可得

Ｆ１（λ）＝（λ＋ｂ）λ
２＋ｃ＋ａ－１( )ｂλ－ｃｂ＋ａｃ＋[ ]ε＝０

（５）
根据ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ定理，结合用中心流形定理与
分岔的判别定理，可以得到如下结论．
定理１　当ε＝ｃ／ｂ－ａｃ且ｃ＞１／ｂ－ａ时，金融系统
（２）在平衡点 Ｅ１处经历 ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ分岔．即：当 ε≥
ｃ／ｂ－ａｃ且 ｃ＞１／ｂ－ａ时，系统（２）有唯一平衡点
Ｅ１，且此时平衡点Ｅ１为局部渐近稳定的；当ε＜ｃ／ｂ
－ａｃ且ｃ＞１／ｂ－ａ时，系统（２）增加两个稳定平衡
点Ｅ２，Ｅ３，即系统（２）有三个平衡点 Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３（如
式（３）所示），此时平衡点Ｅ１由稳定变为不稳定．
定理２　当ｃ＝１／ｂ－ａ且ε＞ｃ／ｂ－ａｃ时，系统（２）
在平衡点Ｅ１处经历Ｈｏｐｆ分岔．

证明：当ｃ＝１／ｂ－ａ且ε＞ｃ／ｂ－ａｃ时，特征方程
（５）有一个负实根λ１＝－ｂ和一对纯虚根

λ２，３＝±ｉ －ｃ／ｂ＋ａｃ＋槡 ε．
对（５）式两边关于参数ｃ求导，得

ｄλ
ｄｃ＝

－λ２＋（ｃ－ｂ）λ＋ｂｃ
３λ２＋２λｂ－ｃ／ｂ＋ａｃ＋ε

　

ｄＲｅλ
ｄｃ ｃ＝１／ｂ－ａ

λ＝ｉ －ｃ／ｂ＋ａｃ＋槡 ε

＜０

满足Ｈｏｐｆ分岔发生的横截条件，所以系统（２）在平
衡点Ｅ１处经历Ｈｏｐｆ分岔，出现周期解．定理得证．

为了验证定理１和定理２的理论结果，现取
参数ａ＝１００／１１，ｂ＝０．１时，经计算可得１／ｂ－ａ＝
０．９０９１；当ｃ＝１．１＞０．９０９１时，ｃ／ｂ－ａｃ＝１，所以，
当ε＝１．１２０＞１时，满足定理１中ε≥ｃ／ｂ－ａｃ且ｃ
＞１／ｂ－ａ的条件，平衡点（０，１／ｂ，０）＝（０，１０，０）是
局部稳定的，当 ε＝０．９７８＜１时，系统有两个稳定
的平衡点，分别取初值（０．０１，１０．０１，－０．０１）和
（－０．０１，１０．０１，０．０１）可以画出（０．０４４７，９．９８，－
０．０４０６）和（－０．０４４７，９．９８，０．０４０６）这两个平衡
点；如果ａ，ｂ不变，取 ｃ＝０．９０９１＝１／ｂ－ａ，ε＝１．
１２０＞０．８２６５时，金融系统（２）在平衡点（０，１／ｂ，０）
＝（０，１０，０）经历Ｈｏｐｆ分岔，出现周期轨，以上三种
情况的相图如图１所示．

图１　当ａ＝１００／１１，ｂ＝０．１时平衡点Ｅｉ附近的相图

Ｆｉｇ．１　ＰｈａｓｅｐｌａｎｅｎｅａｒｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔＥｉｗｈｅｎａ＝１００／１１，ｂ＝０．１

２　平衡点Ｅ２和Ｅ３的Ｈｏｐｆ分岔

将平衡点Ｅ２和Ｅ３代入特征方程（４）中，可得

Ｆ２，３（λ）＝λ
３＋ｐλ２＋ｑλ＋ｋ＝０ （６）

其中，ｐ＝ｂｃ－ε＋ｃ
２

ｃ ；

ｑ＝２ｃ－２ａｂｃ－３ｂε＋ｂｃ
２

ｃ ；

ｋ＝２ｃ－２ａｂｃ－２ｂε （７）
由ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ定理和Ｈｏｐｆ分岔定理可知：

定理 ３　 当 ε＜ｃ２ ＋ｂｃ，ε＜ｃ－ａｂｃｂ ，ε＜

－Ｂ－ Ｂ２－４槡 Ｃ
２ （或 ε＞－Ｂ＋ Ｂ

２－４槡 Ｃ
２ ）时，系统

（２）的平衡点 Ｅ２和 Ｅ３局部渐近稳定．当 ε＜ｃ
２＋

ｂｃ，ε＜（２ｃ－ａａｂｃ＋ｂｃ２）／３ｂ，ε＝－Ｂ± Ｂ
２－４槡 Ｃ

２ 时，

９０５
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金融系统（２）在平衡点 Ｅ２和 Ｅ３处同时经历 Ｈｏｐｆ
分岔．其中

Ｂ＝－３ｂ
２ｃ－２ｃ＋２ａｂｃ－２ｂｃ２

３ｂ ，

Ｃ＝２ｂｃ
２－２ａｂ２ｃ２＋ｂ２ｃ３＋ｂｃ４

３ｂ （８）

证明：当ｐｑ＝ｋ时，可推出
３ｂε２－（３ｂ２ｃ＋２ｃ－２ａｂｃ＋２ｂｃ２）ε＋２ｂｃ２－
　２ａｂ２ｃ２＋ｂ２ｃ３＋ｂｃ４＝０ （９）

记Ｂ和Ｃ如（８）式所示，则（９）式化为ε２＋Ｂε＋Ｃ＝

０，即ε＝－Ｂ± Ｂ
２－４槡 Ｃ
２ ，那么特征方程（６）可变为

（λ＋ｐ）（λ２＋ｑ）＝０ （１０）
由ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ定理可知，当 ｐ＞０，ｋ＞０，ｐｑ－ｋ＞

０（ε＜－Ｂ－ Ｂ
２－４槡 Ｃ

２ 或 ε＞－Ｂ＋ Ｂ
２－４槡 Ｃ

２ ）时，特

征方程（６）的所有根均具有负实部，那么系统（２）
的平衡点Ｅ２和Ｅ３是渐近稳定的．当ｐｑ＝ｋ，ｐ＞０，ｑ

＞０时，特征方程（１０）有纯虚根 λ２，３ 槡＝±ｉｑ．再对
（６）式两边关于系数ε求导，得：

ｄλ
ｄε
＝λ

２／ｃ＋３ｂλ／ｃ＋２ｂ
３λ２＋２λｐ＋ｑ

　

ｄＲｅλ
ｄε ｃ＝－Ｂ± Ｂ２－４槡 Ｃ／２

λ 槡＝ｉｑ

＝２ｃ－２ａｃｂ－２ｂε＋２ｂｃ
２＋３ｂ２ｃ

４ｑ２＋４ｐ２ｑ
＜０

可知此时系统（２）满足Ｈｏｐｆ分岔发生的横截条件，
所以系统（２）在平衡点 Ｅ２和 Ｅ３处同时经历 Ｈｏｐｆ
分岔，同时出现周期解，定理得证．

图２　当ε＝０．９３６８２时平衡点Ｅ２和Ｅ３附近的周期解相图

Ｆｉｇ．２　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｎｅａｒｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

ｐｏｉｎｔｓＥ２ａｎｄＥ３ｗｈｅｎε＝０．９３６８２

为了验证定理３的理论结果，现选取参数为 ａ
＝１００／１１，ｂ＝０．１，ｃ＝１．１，ε＝０．９３６８２（或 ε＝
０．６４６５１）时，金融系统（２）在平衡点 Ｅ２和 Ｅ３处，
经历Ｈｏｐｆ分岔，同时出现两个周期轨，得到的相图

如图２和图３所示．

图３　当ε＝０．６４６５１时平衡点Ｅ２和Ｅ３附近的周期解相图

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｎｅａｒｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

ｐｏｉｎｔｓＥ２ａｎｄＥ３ｗｈｅｎε＝０．６４６５１

３　弹性系数对混沌的影响

文献［６］选取参数为 ａ＝２，ｂ＝０．２，ｃ＝１．
６０６２，ε＝１时，得到了此时系统（２）会出现混沌状
态，如图４所示．经计算可得
１／ｂ－ａ＝３，ｃ／ｂ－ａｃ＝４．８１８６，

不满足本文定理１～定理３的条件．所以用数值模拟
来研究系统在ａ＝２，ｂ＝０．２，ｃ＝１．６０６１８３５８这组参
数条件下的动力学性质，以弹性系数 ε为参数，用
Ｍａｔｌａｂ数值模拟利率ｘ振幅随ε从０．００１到５的变
化规律，得到结果如图５所示．可得当ε＝０．００１时，

图４　当ε＝１时混沌吸引子的相图

Ｆｉｇ．４　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｏｆｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｗｉｔｈε＝１

图５　ε从０．００１到５时的利率振幅

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｉｎｔｅｒｅｓｔｒａｔｅｗｉｔｈεｆｒｏｍ０．００１ｔｏ５

０１５
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系统（２）处于稳定状态如图６所示．当参数为 ε＝４
时，系统（２）处于周期状态如图７所示．当参数为ε
＝１０１时，系统（２）处于如图８所示的从平衡状态转
成周期状态的情形．可见，物价的弹性调整对金融系
统的整体的发展会呈现一定的规律性．

图６　当ε＝０．００１时平衡点（０，５，０）附近的相图

Ｆｉｇ．６　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｎｅａｒｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔ（０，５，０）ｗｈｅｎε＝０．００１

图７　当ε＝４时平衡点（０，５，０）附近的相图

Ｆｉｇ．７　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｎｅａｒｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔ（０，５，０）ｗｈｅｎε＝４

图８　当ε＝１０１时平衡点（０，５，０）附近的相图

Ｆｉｇ．８　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｎｅａｒｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔ（０，５，０）ｗｈｅｎε＝１０１

４　结论

从Ｍａｔｌａｂ数值模拟中得到了稳定的平衡点和

周期解的相图，进一步验证了改进后的金融系统出

现ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ分岔和 Ｈｏｐｆ分岔的理论结果．从理论
和数值结果中，可以看出对价格指数进行弹性调整

时，该金融系统的稳定性、周期性以及混沌状态的

变化很大．所以合理调整物价的价格，对控制金融
市场的稳定是一种有效的手段之一．
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