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摘要　对具有五次方非线性项的分数阶 ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统的混沌及自适应同步进行了研究．首先分析了该

系统平衡点的稳定性，并发现该系统满足出现双涡卷混沌吸引子的必要条件．然后研究了在阶数相同和不

同的两种情况下的吸引子以及系统随阶数变化的分岔情况．该系统在两种情况下存在混沌的最小有效维数

分别为２．７８４和２．７９３．基于分数阶系统的稳定性理论，实现了该分数阶系统的自适应混沌同步．数值模拟

验证了所设计的自适应控制器和未知参数的辨识观测器的有效性．

关键词　混沌，　同步，　分数阶系统，　分岔，　自适应控制

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６０９

引言

分数阶微积分理论已有３００多年的历史，早
期主要侧重于理论研究，因没有实际的应用背景

而发展十分的缓慢．１９８３年Ｍａｎｄｅｌｂｏｒｔ指出了自然
界及许多科学领域中存在大量的分数维事实［１］，

由此作为分形几何和分数维动力学基础的分数阶

微积分取得了极大的进展［２］．一直以来，整数阶微
积分都是研究的重点内容，但整数阶微积分仅仅

决定于函数的局部特征，而分数阶微积分以加权

的形式考虑了函数的整体信息，在很多方面应用

分数阶数学模型可以更准确地描述实际系统的动

态响应．近几十年，研究人员提出了很多的分数阶
混沌系统，例如分数阶 Ｃｈｕａ系统［３－５］，分数阶

Ｄｕｆｆｉｎｇ振子［６－７］，分数阶 Ｃｈｅｎ系统［８］，分数阶

Ｌｉｕ系统［９］等．
１９９０年，Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ提出完全同步以

来［１０］，混沌同步由于在保密通信等领域的潜在应

用而得到了广泛的研究并取得了很多成果．常用的
同步方法非常的多，例如驱动响应同步法、自适应

同步法、主动同步法以及反步法等［１１－１５］．这些同步
法是针对整数阶混沌系统，随着分数阶系统的发

展，很多同步方法被应用到了分数阶系统．在实际
情况中，分数阶系统较整数阶系统更加具有普遍

性，而且具有更大的密钥空间，因而对于分数阶混

沌系统的同步研究具有重要的价值．
ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统是一个比较典型的混沌系

统．该系统是由Ｇｅｎｅｓｉｏ和 Ｔｅｓｉ基于谐波平衡法构
造的［１６］，具有混沌系统的很多特征，并只包含了

一个简单的平方项．ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统的混沌同步
问题在文献［１７］中得到了详细的研究．２００５年，
Ｌｕ提出了分数阶 ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统［１８］，并指出该

系统出现混沌的最小有效维数为 ２．４．２０１２年，
Ｆａｉｅｇｈｉ等人通过主动同步法和滑模控制法实现了
该分数阶系统的混沌同步［１９］．

研究了一个具有五次方非线性项的分数阶

ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统的混沌和同步问题．在等阶和不
等阶的情况下，分别分析了该系统平衡点的稳定

性，系统随阶数变化的分岔情况．并得出了两种情
况下，系统出现混沌的最小维数分别为２．７８４和
２．７９３．最后基于分数阶系统的稳定性理论，研究带
有未知参数的分数阶 Ｇｅｎｅｓｉｏ－Ｔｅｓｉ系统的自适应
同步问题，通过设计合适的控制器和未知参数辨

识规则，实现了该系统的自适应同步．数值模拟验
证了所设计的控制器和参数辨识规则的有效性．

１　系统描述

具有五阶非线性项的分数阶ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ系统
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描述如下：

Ｄｑ１ｘ
ｄｔｑ１
＝ｙ

Ｄｑ２ｙ
ｄｔｑ２
＝ｚ

Ｄｑ３ｚ
ｄｔｑ３
＝－ｂ１ｘ－ｂ２ｙ－ｂ３ｚ＋ｂ４ｘ













 ５

（１）

其中ｘ，ｙ，ｚ为系统状态变量，ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４为系统参

数，ｑ１，ｑ２，ｑ３为分数阶导数的阶数．

当参数满足ｂ１ｂ４＞０，系统有三个平衡点Ｅ１＝

（０，０，０），Ｅ２＝（ ｂ１／ｂ槡 ４，０，０），Ｅ３＝（－ ｂ１／ｂ槡 ４，０，

０）．参数取为ｂ１＝－２，ｂ２＝３．５，ｂ３＝０．３，ｂ４＝－１，

系统的三个平衡点分别为Ｅ１＝（０，０，０），Ｅ２＝（
４
槡２，

０，０），Ｅ３＝（－
４
槡２，０，０）．对应的特征值分别为：

Ｅ１（ｌ１＝０．５１０９，ｌ２，３＝－０．４０５５±１．９３６５ｉ）

Ｅ２，３（ｌ１＝－１．５０５３，ｌ２，３＝０．６０２７±２．２２５１ｉ）

从特征值可以看出，平衡点 Ｅ１是指数１的鞍点，

其它的两个平衡点为指数２的鞍点．对于混沌系

统，涡卷只能在指数２的鞍点附近产生．指数１的

平衡点的作用是连接两个涡卷．所以系统（１）满足

产生双涡卷的必要条件［２０－２１］．

１．１　阶数相等的情况

当系统的阶数相等时，即ｑ１＝ｑ２，ｑ３＝ｑ，系统

的参数取为 ｂ１＝－２，ｂ２＝３．５，ｂ３＝０．３，ｂ４＝－１，

阶数为ｑ＝０．９５．系统平衡点的稳定性可以通过计

算其对应的特征根来研究，平衡点 Ｅ１的特征方程

为：

ｄｅｔ（ｄｉａｇ（［ｌｍｑ　ｌｍｑ　ｌｍｑ］）－Ｊ）

　＝ｌ２８５＋０．３ｌ１９０＋３．５ｌ９５－２＝０ （２）

其中ｍ＝１００．对应的特征值为 ｌ＝０．９９３０，不稳定

距为ＩＭＦＯＳ＝π２００－０．０＝０．０１５７＞０．平衡点Ｅ２和

Ｅ３的特征方程为：

ｄｅｔ（ｄｉａｇ（［ｌｍｑ　ｌｍｑ　ｌｍｑ］）－Ｊ）

　＝ｌ２８５＋０．３ｌ１９０＋３．５ｌ９５＋８＝０ （３）

该特征方程具有不稳定的特征根为ｌ１，２＝１．００８７±

０．０１３９ｉ，同时不稳定距为 π２００－０．０１３８＝０．００１９＞

０．这说明系统在这情况下具有混沌行为．取初值为

（０．５，１，－１），计算时间为 ３００ｓ，步长为 ｈ＝

０．００５．图１为系统（１）的吸引子．

为了更好的研究系统（１）的动力学行为，以分

数阶导数的阶数做为控制参数，通过数值仿真，得

到当阶数ｑ∈［０．８８，０．９７］时系统的分岔图，如图

２所示．从图中可以看到，系统发生了倍周期分岔

和内部激变，其中内部激变在 ｑ＝０．９５３时发生，

表现为系统的吸引子从单涡卷到双涡卷的变化，

如图３所示．同时可得系统在等阶情况下，产生混

沌的阶数为ｑ＝０．９２８，则系统产生混沌的最小维

数为２．７８４．

图１　系统（１）在三维空间中的混沌吸引子

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）ｉｎ３Ｄｐｈａｓｅｓｐａｃｅ

图２　系统（１）在等阶情况下随阶数ｑ变化的分岔图

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈｏｒｄｅｒｑ

９１３
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图３　系统在不同阶数的ｘｙ平面上吸引子

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅａｔｔｒａｃｔｏｒｓｉｎｘｙｐｈａｓｅｐｌａｎｅｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｒｄｅｒｓ

１．２　阶数不相等的情况
在这种情况下，取 ｑ１＝０．９５，ｑ２＝０．９７，ｑ３＝

０．９５，系统平衡点的稳定性可以通过计算其对应
的特征根来研究，平衡点Ｅ１的特征方程为：

ｄｅｔ（ｄｉａｇ（［ｌｍｑ１　ｌｍｑ２　ｌｍｑ３］）－Ｊ）
　＝ｌ２８７＋０．３ｌ１９２＋３．５ｌ９５－２＝０， （４）

特征值为 ｌ＝０．９９３０，不稳定距为 π
２００－０．０＝

０．０１５７＞０．平衡点Ｅ２和Ｅ３的特征方程为：

ｄｅｔ（ｄｉａｇ（［ｌｍｑ１　ｌｍｑ２　ｌｍｑ３］）－Ｊ）
　＝ｌ２８７＋０．３ｌ１９２＋３．５ｌ９５＋８＝０， （５）

该特征方程具有稳定的特征根为 ｌ１，２＝１．００８７±

０．０１３８ｉ，同时不稳定距为 π２００－０．０１３７＝０．００２＞０．

为了获得系统（１）在不等阶的情况下产生混
沌的最小有效维数，令 ｑ１＝ｑ２＝１，数值仿真得到
当ｑ３≥０．８２２时，系统为混沌态．同样可以得到当
其中两个阶数值为１时，系统产生混沌态的条件
分别为ｑ２≥０．８２４和ｑ１≥＝０．７９３．因此，系统的最
小有效维数为２．７９３．

同样通过分岔图来分析系统随阶数变化的动

力学行为，数值仿真得到系统随阶数 ｑ３变化的分
岔图，其中变化范围为 ｑ３∈［０．８５，０．９７］，如图４．
从图中可以看到，除了在 ｑ３∈［０．８５，０．８７４］和 ｑ３
∈［０．９２，０．９３］时，系统发生了倍周期分岔外．系
统一直处于混沌状态，并且在ｑ３＝０．９３８时，混沌
区域突然变宽，即系统发生了内部激变．吸引子为
从单涡卷到双涡卷的变化，如图５所示．

图４　系统（１）在不等阶情况下随阶数ｑ３变化的分岔图

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（１）ｗｉｔｈｏｒｄｅｒｑ３

图５　系统在不同阶数的ｘｙ平面上吸引子

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅａｔｔｒａｃｔｏｒｓｉｎｘｙｐｈａｓｅｐｌａｎｅｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｒｄｅｒｓ

０２３
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２　系统（１）的自适应同步

在这一节中，利用反步法来研究系统（１）的自
适应同步．以系统（１）作为驱动系统，并将其改写
为如下形式：

ｄｑ１ｘ１
ｄｔｑ１

＝ｙ１

ｄｑ２ｙ１
ｄｔｑ２

＝ｚ１

ｄｑ３ｚ１
ｄｔｑ３
＝－ｂ１ｘ１－ｂ２ｙ１－ｂ３ｚ１＋ｂ４ｘ













 ５

１

（６）

其中参数均为未知的．响应系统为如下形式：
ｄｑ１ｘ２
ｄｔｑ１

＝ｙ２＋ｕ１

ｄｑ２ｙ２
ｄｔｑ２

＝ｚ２＋ｕ２

ｄｑ３ｚ２
ｄｔｑ３
＝－ｂ～１ｘ２－ｂ

～
２ｙ２－ｂ

～
３ｚ２＋ｂ

～
４ｘ
５
２－ｕ















３

（７）

其中ｕ１，ｕ２，ｕ３为自适应同步控制器，ｂ
～
１，ｂ
～
２，ｂ
～
３，ｂ
～
４

是未知参数的估计值．同步误差定义为：ｅ１＝ｘ２－
ｘ１，ｅ２＝ｙ２－ｙ１，ｅ３＝ｚ２－ｚ１．未知参数的估计误差为

ｅｂ１＝ｂ
～
１－ｂ１，ｅｂ２＝ｂ

～
２－ｂ２，ｅｂ３＝ｂ

～
３－ｂ３，以及 ｅｂ４＝ｂ

～
３

－ｂ４．通过响应系统（７）和响应系统（６），得到误差
动力系统

ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＝ｅ２＋ｕ１

ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＝ｅ３＋ｕ２

ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＝－ｘ１ｅｂ１－ｂ

～
１ｅ１－ｙ１ｅｂ２－ｂ

～
２ｅ２－ｚ１ｅｂ３－

ｂ～３ｅ３＋ｘ
５
１ｅｂ４＋ｂ

～
４（ｘ

５
２－ｘ

５
１）＋ｕ

















３

（８）

定理１　当自适应控制器和参数辨识规则分别设计

为如下形式时，驱动系统（６）和响应系统（７）达到
同步．

ｕ１＝－（ｅ２＋ｅ１）

ｕ２＝－（ｅ３＋ｅ２）

ｕ３＝ｂ
～
１ｅ１＋ｂ

～
２ｅ２＋（ｂ

～
３－１）ｅ３－ｂ

～
４（ｘ

５
２－ｘ

５
１

{
）

（９）
ｄｑ３ｂ～１
ｄｔｑ１

＝ｘ１ｅ３

ｄｑ３ｂ～２
ｄｔｑ１

＝ｙ１ｅ３

ｄｑ３ｂ～３
ｄｔｑ１

＝ｚ１ｅ３

ｄｑ３ｂ～４
ｄｔｑ１

＝－ｘ５１ｅ３ （１０）

证明：将自适应控制器（９）代入误差系统（８），则可
得误差系统

ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
＝－ｅ１

ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
＝－ｅ２

ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
＝－ｘ１ｅｂ１－ｙ１ｅｂ２－ｚ１ｅｂ３＋ｘ

５
１ｅｂ４－ｅ















３

（１１）

结合上式和（１０），可得：
ｄｑ１ｅ１
ｄｔｑ１
，
ｄｑ２ｅ２
ｄｔｑ２
，
ｄｑ３ｅ３
ｄｔｑ３
，
ｄｑ３ｂ～１
ｄｔｑ３
，
ｄｑ３ｂ～２
ｄｔｑ３
，
ｄｑ３ｂ～３
ｄｔｑ３
，
ｄｑ３ｂ～４
ｄｔｑ( )３

　＝Ａ（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅｂ１，ｅｂ２，ｅｂ３，ｅｂ４）
Ｔ （１２）

其中

Ａ＝

－１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ －１ －ｘ１ －ｙ１ －ｚ１ ｘ
５
１

０ ０ ｘ１ ０ ０ ０ ０

０ ０ ｙ１ ０ ０ ０ ０

０ ０ ｚ１ ０ ０ ０ ０

０ ０ －ｘ５１























０ ０ ０ ０

假定 λ为矩阵 Ａ的一个特征根，且该特征值
所对应的非零的特征向量为

ζ＝（ζ１，ζ２，ζ３，ζ４，ζ５，ζ６，ζ７）
Ｔ

则

Ａζ＝λζ （１３）
通过对上式两端进行共轭转置运算Ｈ，可得

（Ａζ）Ｔ＝λζＨ （１４）

式（１３）左乘１／２ζＨ，同时式（１４）右乘１／２ζ，所得结

果相加得到

ζＨ １２Ａ＋
１
２Ａ( )Ｈ ζ＝１２（λ＋λ）ζＨζ （１５）

进一步化简

１
２（λ＋λ）＝

ζＨ １２Ａ＋
１
２Ａ( )Ｈ ζ

ζＨζ
（１６）

将矩阵Ａ代入上式，得到

１
２（λ＋λ）＝

ζＨＢζ
ζＨζ

（１７）

１２３
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其中

Ｂ＝

－１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０





















０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

因为λ＋λ≤０，即矩阵Ａ的任一特征值都满足下面
的条件

｜ａｒｇ（λ）｜≥π２＞
π
２ｑ，（０＜ｑ＜１） （１８）

根据分数阶系统的稳定性理论，则误差动力系统

（１２）的平衡点渐进稳定．因此
ｌｉｍ
ｔ∞
‖ｅ（ｔ）‖＝０ （１９）

这说明驱动系统（６）和响应系统（７）达到了同步，
证毕．

图６　系统（６）与（７）的同步误差曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓ（６）ａｎｄ（７）

图７　未知参数的辨识曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

取参数的真实值分别为 ｂ１＝－２，ｂ２＝３．５，ｂ３
＝０．３，ｂ４＝－１，阶数为ｑ１＝ｑ２＝ｑ３＝０．９５．驱动系

统和响应系统的初值分别取为（－０．２，０．５，０．２）
和（０．５，１，－１）．数值仿真，得到系统的同步误差
曲线（如图６）和未知参数辨识曲线（如图７），可以
看到随着时间 ｔ２００，误差趋近０，同时未知参数
的估计值趋向其真实值，驱动系统和响应系统达到

了同步，说明所设计的同步控制器和未知参数辨识

规则是有效的．

３　结论

对具有五次方非线性项的分数阶 ＧｅｎｅｓｉｏＴｅｓｉ
系统的混沌及自适应同步进行了研究．分析了该系
统平衡点的稳定性，并发现该系统满足出现双涡卷

混沌吸引子的必要条件．然后研究了在阶数相同和
不同的两种情况下的吸引子以及随系统阶数变化的

分岔情况．并得出了该系统在两种情况下存在混沌
的最小有效维数分别为２．７８４和２．７９３．最后，通过
基于分数阶系统的稳定性理论，实现了该分数阶系

统的自适应混沌同步．数值模拟验证了所设计的自
适应控制器和未知参数的辨识观测器的有效性．所
得结果为该分数阶系统在保密通信中的应用提供了

基础数据．
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