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两个耦合 ＶａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统的一阶近似守恒量

楼智美

（绍兴文理学院物理系，绍兴　３１２０００）

摘要　用直接积分法计算两个耦合ＶａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统的一阶近似守恒量，将两个耦合ＶａｎｄｅｒＰｏｌ振子系

统看成是未受微扰系统与微扰项的迭加，先通过坐标变换将未受微扰系统解耦，并对解耦系统的３种可能

状态进行讨论，得到未受微扰系统的１３个精确守恒量，再考虑微扰项对精确守恒量的影响，运用一阶近似

守恒量的性质，得到１个稳定的一阶近似守恒量．另外，由１３个精确守恒量直接得到１３个平凡的一阶近似

守恒量．
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引言

许多实际力学系统的运动微分方程中常常含

非线性微扰项，由于微扰项的存在，使力学系统的

对称性遭到破损，一些精确守恒量的形式发生变化

或消失，精确解不再成立，稳定性受到影响．因此，
研究实际力学系统的近似守恒量对于研究其力学

特性至关重要［１－１３］．目前关于微分方程近似守恒
量的研究主要采用近似 Ｌｉｅ对称性理论［１］、近似

Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性理论［２］和直接积分法［３］．引进近似
的群无限小变换，微分方程在此变换下近似保持不

变则为近似Ｌｉｅ对称性；哈密顿作用量在此变换下
近似保持不变则为近似 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，所得的守
恒量为近似守恒量；直接积分法是从近似守恒量的

性质出发，把受微扰系统视为未受微扰系统与微扰

项的迭加，先选择合适的方法求得未受微扰系统的

精确守恒量，再考虑微扰项对精确守恒量的影响，

最后利用近似守恒量的性质求得守恒量．用近似对
称性理论求近似守恒量要用到 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和近
似的群无限小变换，并需解出近似的无限小生成

元、规范函数，计算较繁复，理论性强又比较抽象．
用直接积分法求近似守恒量，思想方法简单，物理

意义明确，计算方法灵活．
两个耦合ＶａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统是一实际的力

学系统［４］，已广泛应用于非线性动力学和数学物理

的研究中．本文采用直接积分法计算两个耦合 Ｖａｎ
ｄｅｒＰｏｌ振子系统的一阶近似守恒量，先通过坐标变
换对未受微扰系统进行解耦，并对解耦系统的３种
可能状态进行讨论，直接得到未受微扰系统在新坐

标系下的１３个精确守恒量，利用坐标反变换得到
未受微扰系统在原坐标系下的１３个精确守恒量，
再考虑微扰项对精确守恒量的影响，运用一阶近似

守恒量的性质，得到１个稳定的一阶近似守恒量．
另外，根据一阶近似守恒量的性质，由１３个精确守
恒量直接得到１３个平凡的一阶近似守恒量．

１　未受微扰作用系统的精确守恒量

两个耦合ＶａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统的运动微分方
程可以表示成［４］

ｘ̈１＋ε（ｘ
２
１－１）ｘ１＋ｘ１＝Ａ（ｘ２－ｘ１）＋Ｂ（ｘ２－ｘ１）

（１ａ）
ｘ̈２＋ε（ｘ

２
２－１）ｘ２＋ｘ２＝Ａ（ｘ１－ｘ２）＋Ｂ（ｘ１－ｘ２）

（１ｂ）
其中０＜ε１，为微扰系数．Ａ，Ｂ为线性耦合系数，
且为不为０的实常数．

系统（１）可以改写成
ｘ̈１ ＝－ｘ１＋Ａ（ｘ２－ｘ１）＋Ｂ（ｘ２－ｘ１）＋ε（１－ｘ

２
１）ｘ１

＝ｇ１（ε
０）＋εｇ１（ε

１） （２ａ）
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ｘ̈２ ＝－ｘ２＋Ａ（ｘ１－ｘ２）＋Ｂ（ｘ１－ｘ２）＋ε（１－ｘ
２
２）ｘ２

＝ｇ２（ε
０）＋εｇ２（ε

１） （２ｂ）
与系统（２）相应的未受微扰作用系统的运动微分
方程可表示成

ｘ̈１＝－ｘ１＋Ａ（ｘ２－ｘ１）＋Ｂ（ｘ２－ｘ１） （３ａ）
ｘ̈２＝－ｘ２＋Ａ（ｘ１－ｘ２）＋Ｂ（ｘ１－ｘ２） （３ｂ）

系统（２）可以看成是系统（３）与微扰项 εｇ１（ε
１）、

εｇ２（ε
１）的迭加，系统（３）是两个线性耦合的振子

系统．引进坐标变换
ｕ１＝ｘ１＋ｘ２，ｕ２＝ｘ１－ｘ２ （４）

对系统（３）解耦后得
ｕ̈１＝－ｕ１ （５ａ）
ｕ̈２＝－（１＋２Ａ）ｕ２－２Ｂｕ２ （５ｂ）
在新坐标系下，系统（５）不再相互耦合，可以

方便地求得系统（５）在新坐标系下的精确守恒量，
再利用坐标反变换可求得系统（５）在原坐标系下
的精确守恒量．

（５ａ）式表示谐振子的运动微分方程，在 Ａ、Ｂ
任意取值下，（５ａ）式存在两个基本的精确守恒
量［１４］

Ｉ１０ ＝ｕ１ｓｉｎｔ＋ｕ１ｃｏｓｔ
＝（ｘ１＋ｘ２）ｓｉｎｔ＋（ｘ１＋ｘ２）ｃｏｓｔ （６ａ）

Ｉ２０＝ｕ１ｃｏｓｔ－ｕ１ｓｉｎｔ＝（ｘ１＋ｘ２）ｃｏｓｔ－

　（ｘ１＋ｘ２）ｓｉｎｔ （６ｂ）

由Ｉ１０，Ｉ
２
０可构建不显含时间的精确守恒量

Ｉ３０＝
１
２（ｘ１＋ｘ２）

２＋１２（ｘ１＋ｘ２）
２ （７）

精确守恒量Ｉ３０具有能量的量纲．
（５ｂ）式表示线性阻尼振子的运动微分方程，

其精确守恒量与 Ａ、Ｂ的取值有关．（５ｂ）式的解存
在如下三种可能状态，在不同的状态下，其中一些

精确守恒量的表达式也不同．
１）Ｂ２＞１＋２Ａ，为过阻尼状态，（５ｂ）式存在两

个基本的精确守恒量

Ｉ４０ ＝［ｕ２＋（Ｂ＋ Ｂ
２－１－２槡 Ａ）ｕ２］ｅ

（Ｂ－ Ｂ２－１－２槡 Ａ）ｔ

＝［（ｘ１－ｘ２）＋（Ｂ＋ Ｂ
２－１－２槡 Ａ）·

　　（ｘ１－ｘ２）］ｅ
（Ｂ－ Ｂ２－１－２槡 Ａ）ｔ （８ａ）

Ｉ５０ ＝［ｕ２＋（Ｂ－ Ｂ
２－１－２槡 Ａ）ｕ２］ｅ

（Ｂ＋ Ｂ２－１－２槡 Ａ）ｔ

＝［（ｘ１－ｘ２）＋（Ｂ－ Ｂ
２－１－２槡 Ａ）·

　　（ｘ１－ｘ２）］ｅ
（Ｂ＋ Ｂ２－１－２槡 Ａ）ｔ （８ｂ）

特别地，当Ａ＝－１２时，（８）式可简化为

Ｉ６０＝ｕ２＋２Ｂｕ２＝（ｘ１－ｘ２）＋２Ｂ（ｘ１－ｘ２） （９ａ）

Ｉ７０＝ｕ２ｅ
２Ｂｔ＝（ｘ１－ｘ２）ｅ

２Ｂｔ （９ｂ）

２）Ｂ２＜１＋２Ａ，为欠阻尼状态，（５ｂ）式存在
两个基本的精确守恒量［１５］

Ｉ８０ ＝［ωｕ２ｓｉｎ（ωｔ）＋（ｕ２＋Ｂｕ２）ｃｏｓ（ωｔ）］ｅ
Ｂｔ

＝［ω（ｘ１－ｘ２）ｓｉｎ（ωｔ）＋

　　（ｘ１－ｘ２＋Ｂ（ｘ１－ｘ２））ｃｏｓ（ωｔ）］ｅ
Ｂｔ（１０ａ）

Ｉ９０ ＝［ωｕ２ｃｏｓ（ωｔ）－（ｕ２＋Ｂｕ２）ｓｉｎ（ωｔ）］ｅ
Ｂｔ

＝［ω（ｘ１－ｘ２）ｃｏｓ（ωｔ）－

　　（ｘ１－ｘ２＋Ｂ（ｘ１－ｘ２））ｓｉｎ（ωｔ）］ｅ
Ｂｔ （１０ｂ）

其中ω＝ １＋２Ａ－Ｂ槡
２＞０．特别地，当 Ａ＝Ｂ

２

２时，ω

＝１，上式简化为
Ｉ１００ ＝［ｕ２ｓｉｎｔ＋（ｕ２＋Ｂｕ２）ｃｏｓｔ］ｅ

Ｂｔ

＝［（ｘ１－ｘ２）ｓｉｎｔ＋（ｘ１－ｘ２＋Ｂ（ｘ１－ｘ２））ｃｏｓｔ］ｅ
Ｂｔ

（１１ａ）
Ｉ１１０ ＝［ｕ２ｃｏｓｔ－（ｕ２＋Ｂｕ２）ｓｉｎｔ］ｅ

Ｂｔ

＝［（ｘ１－ｘ２）ｃｏｓｔ－（ｘ１－ｘ２＋Ｂ（ｘ１－ｘ２））ｓｉｎｔ］ｅ
Ｂｔ

（１１ｂ）
３）Ｂ２＝１＋２Ａ，为临界阻尼状态，（５ｂ）式存

在一个基本的精确守恒量

Ｉ１２０ ＝（ｕ２＋Ｂｕ２）ｅ
Ｂｔ＝［（ｘ１－ｘ２）＋Ｂ（ｘ１－ｘ２）］ｅ

Ｂｔ

（１２）
在上述三种可能状态下，可以统一构建一个具有能

量量纲的精确守恒量

Ｉ１３０ ＝Ｉ
４
０Ｉ
５
０＝（Ｉ

８
０）
２＋（Ｉ９０）

２＝（Ｉ１２０）
２

＝［（ｘ１－ｘ２）
２＋２Ｂ（ｘ１－ｘ２）（ｘ１－ｘ２）＋

　　（１＋２Ａ）（ｘ１－ｘ２）
２］ｅ２Ｂｔ （１３）

综上所述，精确守恒量 Ｉ１０，Ｉ
２
０，Ｉ

３
０，Ｉ

１３
０ 与 Ａ、Ｂ的

取值无关，在三种可能状态下均存在．在过阻尼状

态下，另外存在两个精确守恒量Ｉ４０，Ｉ
５
０，在 Ａ＝－

１
２

的特殊情况下，Ｉ４０，Ｉ
５
０分别可简化为 Ｉ

６
０，Ｉ

７
０．在欠阻

尼状态下，另外存在两个精确守恒量 Ｉ８０，Ｉ
９
０，在 Ａ＝

Ｂ２
２的特殊情况下，Ｉ

８
０，Ｉ

９
０分别可简化为Ｉ

１０
０，Ｉ

１１
０．在临

界阻尼状态下，另外存在一个精确守恒量Ｉ１２０．

２　耦合ＶａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统的一阶近似守恒量

设耦合ＶａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统（２）的一阶近似

４１３
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守恒量可表示成［５］

Ｉα＝Ｉα０＋εＩα１， （１４）

其中Ｉα表示系统的第 α个一阶近似守恒量，Ｉα０表
示第α个一阶近似守恒量的精确守恒量部分，可根
据未受微扰系统求得．Ｉα１表示第α个一阶近似守恒
量的一阶微扰系数，可根据近似守恒量的性质求

得．若（１４）式中的Ｉα０不为０，Ｉα１为０，则称Ｉα＝Ｉα０为

系统的精确守恒量．若（１４）式中的Ｉα０为０，Ｉα１不为

０，则称 Ｉα＝εＩα１为系统的平凡的一阶近似守恒量．

若（１４）式中的Ｉα０和Ｉα１均不为０，则称Ｉα为稳定的
一阶近似守恒量．

一阶近似守恒量的性质为［５］

ｄＩ
ｄｔ＝Ｏ（ε

２） （１５）

将（１４）式代入（１５）式并展开，令 ε０，ε１的系数分
别等于０，忽略ε２以上项，可得

ｄＩ０
ｄｔ（ε

０）＝０ （１６ａ）

ｄＩ０
ｄｔ（ε

１）＋
ｄＩ１
ｄｔ（ε

０）＝０ （１６ｂ）

将上节中得到的未受微扰系统的精确守恒量 Ｉα０（ｉ

＝１，２，…，１３）分别代入
ｄＩα０
ｄｔ，并考虑（２）式中的 ｇ１

（ε１），ｇ２（ε
１）项，得

ｄＩ１０
ｄｔ（ε

１）＝［（１－ｘ２１）ｘ１＋（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｃｏｓｔ

（１７ａ）
ｄＩ２０
ｄｔ（ε

１）＝－［（１－ｘ２１）ｘ１＋（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｓｉｎｔ

（１７ｂ）
ｄＩ３０
ｄｔ（ε

１）＝（ｘ１＋ｘ２）［（１－ｘ
２
１）ｘ１＋（１－ｘ

２
２）ｘ２］

（１７ｃ）
ｄＩ４０
ｄｔ（ε

１）＝［（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｅ

（Ｂ－ Ｂ２－１－２槡 Ａ）ｔ

（１７ｄ）
ｄＩ５０
ｄｔ（ε

１）＝［（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｅ

（Ｂ＋ Ｂ２－１－２槡 Ａ）ｔ

（１７ｅ）
ｄＩ６０
ｄｔ（ε

１）＝（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２ （１７ｆ）

ｄＩ７０
ｄｔ（ε

１）＝［（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｅ

２Ｂｔ （１７ｇ）

ｄＩ８０
ｄｔ（ε

１）＝［（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｃｏｓ（ωｔ）ｅ

Ｂｔ

（１７ｈ）
ｄＩ９０
ｄｔ（ε

１）＝－［（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｓｉｎ（ωｔ）ｅ

Ｂｔ

（１７ｉ）
ｄＩ１００
ｄｔ（ε

１）＝［（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｃｏｓ（ｔ）ｅ

Ｂｔ

（１７ｊ）
ｄＩ１１０
ｄｔ（ε

１）＝－［（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｓｉｎ（ｔ）ｅ

Ｂｔ

（１７ｋ）
ｄＩ１２０
ｄｔ（ε

１）＝［（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｅ

Ｂｔ

（１７ｌ）
ｄＩ１３０
ｄｔ（ε

１）＝２［（ｘ１－ｘ２）＋Ｂ（ｘ１－ｘ２）］·

　［（１－ｘ２１）ｘ１－（１－ｘ
２
２）ｘ２］ｅ

２Ｂｔ

（１７ｍ）
将（１７）式依次代入（１６ｂ）式并积分，只能得到

１个与Ｉ６０相对应的Ｉ
６
１，即

Ｉ６１＝ｘ２－ｘ１＋
１
３ｘ

３
１－
１
３ｘ

３
２ （１８）

则系统存在１个稳定的一阶近似守恒量
Ｉ６ ＝Ｉ６０＋εＩ

６
１

＝（ｘ１－ｘ２）＋２Ｂ（ｘ１－ｘ２）＋

　ε（ｘ２－ｘ１＋
１
３ｘ

３
１－
１
３ｘ

３
２） （１９）

由于从未受微扰系统求得的 Ｉα０（α＝１，２，…，

１３）的
ｄＩα０
ｄｔ（ε

０）必为０，则系统一定存在１３个平凡的

一阶近似守恒量

Ｉα＝εＩα０（α＝１，２，…，１３） （２０）

３　结论

本文用直接积分法计算两个耦合 ＶａｎｄｅｒＰｏｌ
振子系统的一阶近似守恒量，将两个耦合 Ｖａｎｄｅｒ
Ｐｏｌ振子系统看成是未受微扰系统（两个线性耦合
的二阶微分方程组）与非线性微扰项的迭加，首先，

通过坐标变换将未受微扰系统解耦，在新坐标系

下，其中一个微分方程表示 ω＝１的谐振动，与耦
合系数 Ａ、Ｂ的取值无关，另一微分方程与耦合系
数Ａ、Ｂ的取值有关，在不同的耦合系数下，存在３
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种可能状态：过阻尼状态、欠阻尼状态和临界阻尼

状态，文中对这３种可能状态进行了讨论，并得到
未受微扰系统在新坐标系下的１３个精确守恒量，
通过坐标反变换得到原坐标系下的１３个精确守恒
量．其次，考虑微扰项对精确守恒量的影响，即计算
ｄＩα０
ｄｔ（ε

１）（α＝１，２，…，１３）．最后根据一阶近似守恒

量的性质（１６ｂ）式得到了１个稳定的一阶近似守
恒量．由于Ｉα０是未受微扰作用系统的精确守恒量，

其
ｄＩα０
ｄｔ（ε

０）一定为０，则εＩα０一定是受微扰作用系统

的平凡的一阶近似守恒量，文中得到了１３个平凡
的一阶近似守恒量．结果表明：Ｉα０的个数与形式是
由未受微扰系统决定的，并可以根据未受微扰系统

的特点选择合适的方法求得精确守恒量；平凡的一

阶近似守恒量的个数与 Ｉα０的个数相同，只相差一
微扰系数；稳定的一阶近似守恒量的个数与形式是

由微扰项和未受微扰系统共同决定的．用直接积分
法计算两个耦合ＶａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统的一阶近似
守恒量，思路清晰，步骤简单，不会遗漏，值得推广

应用．
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