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摘要　Ｇａｕｓｓ原理是分析力学中的一个微分变分原理，它在理论上简单，应用上有优势，而且适用于双面理

想完整系统和非完整系统．本文对这个原理的形成和发展给出一些史料，并提出一些看法．

关键词　分析力学，　Ｇａｕｓｓ原理，　史料

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６０８

引言

学科史研究是科学技术史研究的一个重要领

域．分析力学史是力学史的一部分．本文就分析力
学的Ｇａｕｓｓ原理的形成和发展给出一些史料，包括
Ｇａｕｓｓ的原述以及众多名家对原理的表述，并提出
一些看法．

１　Ｇａｕｓｓ简介

ＧａｕｓｓＣＦ（１７７７～１８５５）汉译高斯，德国数学
家、天文学家、物理学家．生于不伦瑞克，卒于哥廷
根．少年时即显示数学才能，１７９２年进不伦瑞克卡
罗林学院学习，１７９５年进哥廷根大学学习，１７９９年
得出代数学基本定律的第一个证明，以此获得赫尔

姆施泰特大学博士学位．其后独立研究数学和天文
学，１８０７年被聘为哥廷根大学天文学教授兼天文
台台长，直至去世．在数论方面，１８０１年出版《算术
研究》，建立了同宗理论．引进被称为高斯的数域，
开拓了代数数论．在代数方面，对代数学基本定理
给出四个证明．引进二次型的等价及合成，预示着
抽象代数的萌芽．在概率方面，系统发展最小二乘
法和误差理论．在几何学方面，是非欧几何最早发
现者．在曲面微分几何方面，引进被称为高斯的映
射，高斯的曲率，开拓了内蕴几何学．在变分法方
面，首先解决了具有二重积分的变分问题．高斯的
研究涉及数学所有分支，成为１９世际上半叶德国

最著名数学家．他也在将数学应用于天文学、土地
测量、磁理论等方面．他在一般力学的唯一工作是
在１８２９年发表的“关于一个新的普遍原理”，被称
为高斯原理．

２　Ｇａｕｓｓ的原述

大数学家 Ｇａｕｓｓ涉及一般力学的唯一工作是
他在１８２９年发表的“关于力学的一个新的普遍原
理．”［１］

这个原理表述如下：

“彼此以任何方式相联的，同时受有任何外限

制的某个质点系的运动，在每一瞬时，完成与自由

运动一致的最大可能的运动，或者在最小可能的拘

束下的运动，而作为对所有系统在每一瞬时都有效

的拘束的度量研究作为每个点对其自由运动偏离

的平方与质量积之和．”［１－２］

设ｍ，ｍ′，ｍ″…为点的质量，ａ，ａ′，ａ″，…为在时
刻ｔ其相应的位置，ｂ，ｂ′，ｂ″，…为这些点在无限小
时间间隔ｄｔ，在力作用下和所得速度改变后的位置
（在所有点在时间之隔 ｄｔ内都是自由条件下）．系
统这些点真实位置ｃ，ｃ′，ｃ″，…是所有为系统约束允
许的可能的位置中使物理量

( )ｍ ｂｃ２ ( )＋ｍ′ｂ′ｃ′２ ( )＋ｍ″ｂ″ｃ″２＋…＝Ｚｗ （１）

取极小值．这个量Ｇａｕｓｓ称为拘束（Ｚｗａｎｇ）［２］．
［注］１）Ｇａｕｓｓ原理的俄译文看到两种，上面

是文献［２］的汉译．２）原理还没有给出它的解析表
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达式．

３　Ｇａｕｓｓ原理的发展

３．１　原理的解析表达式
十年后这个新原理引起德国学者的关注．在

Ｇａｕｓｓ工作过的 Ｇｔｔｉｎｇｅｎ大学和德国其它城市的
学校注意到这个原理并给以发展．例如，１８５８年
Ｇａｕｓｓ在 Ｇｔｔｉｎｇｅｎ的学生 Ｒｉｔｔｅｒ提交学位论文“关
于Ｇａｕｓｓ最小拘束原理”，指出 Ｇａｕｓｓ原理可导出
静力学基本定理，特别是平行四边形法则［２］．

Ｇａｕｓｓ原理的解析表达主要是Ｓｃｈｅｆｆｌｅｒ发表于

１８５８年的工作“关于 Ｇａｕｓｓ力学基本定律”．设 ｘｉ
和ｘｉ为点ｍｉ在时刻ｔ的横坐标和沿横轴的速度分

量．如果 ｘ̈ｉ是点由系统所施力和约束产生的运动
加速度在该时刻沿横轴的投影，那么该点在时刻 ｔ
＋ｄｔ在真实运动中横坐标等于

ｘｉ＋ｘｉｄｔ＋
１
２ｘ̈ｉｄ( )ｔ２ （２）

另一方面，如果没有约束，点在同一时刻的横坐标

为

ｘｉ＋ｘｉｄｔ＋
１
２ｍｉ
Ｘｉｄ( )ｔ２ （３）

其中Ｘｉ为所加力的分量．在计算上面两个量时精
确到二阶小量．类似地计算 ｙ轴和 ｚ轴的值．进而，
Ｓｃｈｅｆｆｌｅｒ按Ｇａｕｓｓ拘束得到解析表达，他组成自由
运动和真实运动的坐标差，取其平方除以质量，再

求和，有

Ｚｗ ＝∑ １
ｍ [
ｉ
Ｘｉ－ｍｉ̈ｘ( )

ｉ
２＋ Ｙｉ－ｍｉ̈ｙ( )

ｉ
２＋

　 Ｚｉ－ｍｉ̈Ｚ( )
ｉ ]２ （４）

此后Ｇａｕｓｓ最小拘束原理表示为，相对这些点由给
定点和给定大小方向的速度发生的所有可能的与

约束相符的运动来说，拘束的局部极小条件．因此，
在时刻ｔ，点的坐标和速度在Ｇａｕｓｓ原理中不变分，
仅加速度变分．Ｇａｕｓｓ拘束极小性条件按 Ｓｃｈｅｆｆｌｅｒ
写成形成［２］

δＺｗ ＝ [∑ Ｘｉ－ｍｉ̈ｘ( )
ｉ δ̈ｘｉ＋ Ｙｉ－ｍｉ̈ｙ( )

ｉ δ̈ｙｉ＋

　 Ｚｉ－ｍｉ̈ｚ( )
ｉ δ̈ｚ]ｉ ＝０ （５）

如果约束是双面的．这些约束可以是完整的和非完
整的．

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ和 Ｇｉｂｂｓ１９世纪 ９０年代指出，

ＧａｕｓｓＳｃｈｅｆｆｌｅｒ原理形式可由 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理和可
能位移原理得到．

Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ学派的Ｒａｋｈｍａｎｉｋｏｖ（１８２６～１８９７）
１８７８年在基辅大学学报上发表论文“最小损失功
原理作为力学的一般原理．”［２］

［注］１）原理的前提条件应是，约束是双面理想
的，不论完整与否．当然，那时还没有理想约束的概
念．２）最小损失功原理是对Ｇａｕｓｓ原理的一种解释．
３．２　Ａｐｐｅｌｌ的论述

Ａｐｐｅｌｌ在其著作中写道：
“学者们找到了各种方法将运动方程引向一个

原理，使积分或函数与可能接近的运动相比，取极

小．这个思想首先是最小作用量原理，而后是更一
般的Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，由此很简单地导出完整系统的
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，但在非完整系统情形，这个结论已
不正确．这里我们换成 Ｇａｕｓｓ最小拘束原理．这个
原理是最普遍的，应用它时没有任何困难．原理的
优势在于，它有简单的解析表达，用寻求二阶函数

的极小就可以找到任何系统的运动方程，不论完整

的，还是非完整的．”［３］

［注］１）Ａｐｐｅｌｌ这段文字提到 Ｇａｕｓｓ原理的优
点．２）未提前提条件，当然，Ａｐｐｅｌｌ时代仅有“无摩
擦约束”，还没有理想约束的提法．
３．３　理论力学基本教程的表述

Ｂｕｋｈｇｏｌｔｓ的《理论力学基本教程》１９３９年出第
二版，并于１９５７年由钱尚武，钱敏翻译出版［４］．书
中写道：

“和达朗贝尔拉格朗日原理比较起来，高斯原
理的优越性在于，它使我们有可能在不管怎样的非

完整约束下得出力学组的运动方程式．因此高斯原
理是最普遍的力学原理并具有很大的，发现新事物

的价值，由于这种价值高斯原理成为力学进一步发

展的基础．”
“高斯原理就是：在每一瞬间，在主动力作用下

并服从非自由无摩擦约束的力学组的真正运动和

从同一初形相并具同样初速度以那一性质不同的

所有运动学上可能的（亦即和同样一些约束相符合

的）运动不同的地方是，对真正的运动来说对自由

运动偏离的变量，亦即拘束是极小．”
［注］１）这个教程是作者２０世纪５０年代上学

时的主要参考书，它本身也很有名．２）上面文字提
到Ｇａｕｓｓ原理的普遍性和优势．３）文字中有“非自

２０３
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由无摩擦约束”，就是指理想约束．

３．４　胡助、赵进义的一个报告
北京工业学院教授胡助（１８９４～１９７７）和赵进

义（１９０２～１９７２）作为 Ａｐｐｅｌｌ当年的学生，１９６４年
在全国第一届一般力学学术会议上做一报告“关于

非完整系统的Ａｐｐｅｌｌ定义和 Ａｐｐｅｌｌ方程”，深入讨
论了Ａｐｐｅｌｌ方程和Ｇａｕｓｓ原理之间的关系．

［注］１）这是我国有关Ａｐｐｅｌｌ方程和Ｇａｕｓｓ原
理的早期工作．胡助先生６０年代有一《分析力学讲
文》，并为本科生开设“分析力学”课程．因此，６０年
代北京工业学院成为我国分析力学研究的“一个点

儿”，为后来北京理工大学的分析力学研究起了很好

的带头做用．２）刘桂林（１９３４～２００９）和刘思远在北
京工业学院曾为胡助先生的助手．刘桂林主编《分析
力学的范例与习题》，刘思远发表过“变质量可控力

学系统的Ｇａｕｓｓ原理和Ａｐｐｅｌｌ方程”（１９８６）．

３．５　中国大百科全书·力学
中国大百科全书·力学第１７２页的条目“高斯

原理”，写道［５］：

“高斯原理（Ｇａｕｓｓｐｒｉｎｃｉｐｌｅ）又称高斯最小拘
束原理，它是分析力学中的普遍微分变分原理之

一．高斯原理可表述为：质点系真实运动的加速度
是所有符合约束的可能加速度中使拘束函数取小

值者．在一质点系（ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ）在理想约束的一
阶（线性或非线性）约束或完整约束以及主动力

（Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｎ）的作用下从某一可能状态出发，则

对于符合约束的各可能加速度（̈ｒ１，̈ｒ２，…，̈ｒｎ）可建
立拘束函数

Ｚ＝∑ １
２ｍｉ ｒ̈ｉ－

Ｆｉ
ｍ( )
ｉ

２

（６）

如果记δＧ为符合约束的可能加速度变分，由高斯
原理可知，系统真实运动满足

δＧＺ＝∑ ｍｉ̈ｒｉ－Ｆ( )
ｉ·δＧｒ̈ｉ＝０ （７）

这就是高斯原理的数学表达式．高斯原理具有简明
的极值意义，既适用于一阶线性系统（包括完整系

统），也适用于一阶非线性约束系统．
高斯原理的优点不仅在于原理上的普遍性．而

且还有很大的实用价值．目前在机器人的设计和分
析中使用的方法之一就是由高斯原理出发，在电子

计算机中直接建立拘束函数变分问题，用优化算法

和动态规划的办法求解机器人的运动和约束反力．”

中国大百科全书·力学第３１０页右倒数第９
行，写道［５］：

“积分形式变分原理的建立是对力学的发展，

无论在近代或现代，无论在理论上或应用上，都具

有重要的意义．积分形式变分原理除 Ｗ·Ｒ·哈密
顿在１８３４年所提出的外，还有Ｃ·Ｆ·高斯在１８２９
年提出的最小拘束原理，为力学运动方程的求解提

供途径．”
《中国力学学科史》第 ２１页重复了以上段

落［６］．

［注］１）《中国大百科全书·力学》的条目“高
斯原理”由陈滨教授书写．这个条目写得好．不过，
在“理想约束”前应加“双面”．２）《中国大百科·力
学》和《中国力学学科史》中将Ｇａｕｓｓ原理当作积分
形式变分原理，是一个误判，因为它是一个微分变

分原理．

３．６　力学词典
《力学词典》第 １４５页有条目“高斯原理”写

道［７］：

“高斯原理（Ｇａｕｓｓｐｒｉｎｃｉｐｌｅ）动力学普遍原
理，又称最小拘束原理，由高斯（Ｃ·Ｆ·Ｇａｕｓｓ１７７７
～１８５６）于１８２９年提出而得名．对任意有理想约束
的质点系，高斯原理要求

∑ ｍｉ̈ｒｉ－Ｆ( )
ｉ·δ̈ｒｉ＝０ （８）

其中ｍｉ，ｒｉ，Ｆｉ为系统中第 ｉ个质点的质量，矢径和

主动力，δ̈ｒｉ为该点在同一时刻保持位置和速度不
变且在约束条件下的加速度变分．高斯原理也可作
为一种变分原理表述为：在相同的理想约束条件

下，质点系的各种可能运动中，各质点真实运动加

速度所对应的拘束函数Ｃ为最小值．Ｃ定义为

Ｃ＝∑ １
２ｍｉ ｒ̈ｉ－

Ｆｉ
ｍ( )
ｉ

２

（９）

高斯原理广泛应用于机器人动力学．”
［注］１）这个条目没有《中国大百科全书·力学》

的条目好，因为前一式已是变分原理，怎么还会有“可

作为一种变分原理”？２）原理的前提应加“双面理

想”．３）拘束函数一般用Ｚ或Ｚω，很少用字母Ｃ．

３．７　Ｍａｃｈ对Ｇａｕｓｓ原理的批判
Ｍａｃｈ在其名著《力学及其发展的批判历史概

论》（１８８３）［８］中专门有一节“最小约束原理”（中文

译本Ｐ４２１～Ｐ４３６）有９小节．

３０３
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第１小节指出“高斯评论，没有本质上新颖的
原理现在能够在力学中确立；但是，这并非排除新

观点的发现，从这些观点可以富有成效地凝视力学

现象．高斯原理提供了这样的观点．”
第２小节指出“该原理包括静力学和动力学二

者的实例．”
第３小节指出“新原理等价于达朗的原理．”
第４小节指出“实际运动总是这样的：

∑ｍｓ２（１）或∑ｐｓ（２）或∑ｍδ２（３）是最小值．”
第５、６、７小节给出一些简单例子说明高斯原

理．
第８节指出“高斯原理没有提供实质上新的洞

察或察觉”．“该原理仅仅在形式上而不是在内容
上是新的．”

第９小节指出“我们不能接受他（Ｓｃｈｅｆｆｌｅｒ）本
人提出的东西作为新原理，因为在形式和含义两方

面它都等价于达朗伯拉格朗日．”
［注］中文译本“最小约束原理”一般译为“最

小拘束原理”，即 Ｇａｕｓｓ原理．Ｍａｃｈ的批判肯定了
Ｇａｕｓｓ原理提供了新观点，但认为形式上是新的，内
容上不是新的．Ｍａｃｈ是用简单例子来得出这个结
论的，当然，在 Ｍａｃｈ时代是可以理解的．今天看
来，这个论断有点儿过头．
３．８　Ｇａｕｓｓ原理的高阶发展

ＭａｎｇｅｒｏｎＤｅｌｅａｎｕ原理为［９－１１］

∑ Ｆｉ－ｍｉ̈ｒ( )
ｉ·δｒｉ

（ｍ）
＝０　（ｍ＝０，１，２，…）

δｒｉ＝δ̈ｒｉ＝… ＝δ ｒｉ
（ｍ－１）

＝０ （１０）
当ｍ＝０时为 ｄ′ＡｌｅｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅ原理，当 ｍ＝１
时为Ｊｏｕｒｄａｉｎ原理；当ｍ＝２时为Ｇａｕｓｓ原理．

原理的广义坐标表达有

ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ形式

∑ Ｑｓ－
ｄ
ｄｔ
Ｔ
ｑｓ
＋Ｔ
ｑ( )
ｓ
＋δｑｓ

（ｍ）
＝０ （１１）

Ｎｉｅｌｓｅｎ形式

∑ Ｑｓ－
Ｔ
ｑｓ
＋２Ｔ
ｑ( )
ｓ
＋δｑｓ

（ｍ）
＝０ （１２）

Ａｐｐｅｌｌ形式

∑ Ｑｓ－
Ｓ
̈ｑ( )
ｓ
＋δｑｓ

（ｍ）
＝０ （１３）

Ｔｚéｎｏｆｆ形式

∑ Ｋ
̈ｑｓ
δｑｓ
（ｍ）
＝０ （１４）

Ｋ＝１２ Ｔ̈－３∑
Ｔ
ｑｓ
ｑ̈( )ｓ －∑Ｑｓ̈ｑｓ （１５）

Ｄｏｌａｐｔｃｈｉｅｗ形式

∑ Ｋｍ

ｑｓ
（ｍ）δｑｓ

（ｍ）
＝０

Ｋｍ ＝
１
ｍ Ｔ

（ｍ）
－（ｍ＋１）∑ Ｔ

ｑｓ
ｑｓ
（ｍ{ }） －∑Ｑｓｑｓ（ｍ）

（１６）
陈立群形式［１２］





∑ －ηＳ
（ｘ－２）

ｑｓ
（ｘ） －θ

ｄ
ｄｔ
Ｔ
（ｚ－１）

ｑｓ
（ｚ） －α

Ｔ
（ｕ）

ｑｓ
（ｕ）－

　βＴ
（ν）

ｑｓ
（ν）－γ

Ｔ
（ω）

ｑｓ
（ω）＋Ｑ




ｓ δｑｓ

（ｍ）
＝０ （１７）

其中ｘ≥２，ｚ≥１为整数，实数η，θ，α，β，γ和非负整
数ｕ，ｖ，ω满足

－η＋α＋β＋γ＝１

η＋θ＋αｕ＋βｖ＋γω＝１ （１８）
若取

η＝θ＝β＝０

α＝１ｍ，ｕ＝ｍ，γ＝－
ｍ＋１
ｍ ，ω＝０ （１９）

则它成为Ｄｏｌａｐｔｃｈｉｅｗ形式．
［注］以上各种表达中，当属陈立群的最为一

般，通过调节系数可以得到多种形式．
３．９　Ｇａｕｓｓ原理的完备性

由Ｇａｕｓｓ原理可导出 Ｊｏｕｒｄａｉｎ原理和 ｄ′Ａｌｅ
ｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅ原理．由 Ｇａｕｓｓ原理可建立完整系
统和非完整系统的动力学方程．Ｇａｕｓｓ原理在处理
理想的一阶约束系统是完备的，不再需要附加其他

的原理性假定了［１３］．
［注］“理想”前应加“双面”．

３．１０　Ｇａｕｓｓ原理的应用
１）在机器人动力学中的应用
正如 Ｅｕｌｅｒ指出的，解决力学问题有两种方

法：一种方法是根据平衡或运动规律的直接方法；

另一种方法是运用极大值或极小值的公式，通过求

极大值或极小值的方法求出这些公式的解．描述构
件之间具有各种约束的机器人非常复杂的空间机

构时，确定闭式的动力学方程有不少困难．但建立
相应的极值问题并不困难，这种极值问题作为很一

般的数学规划问题．如果写成泛函，通过选取所有

４０３
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未知量使之取极小值，并确定对这些未知量所加的

全部约束，那么就每一具体情况用数字计算机求这

种极值问题的数值解，要比寻求解的解析式容易得

多［１４］．文献［１４］就用 Ｇａｕｓｓ原理解机器人动力学
问题．
２）在建立非线性振动方程近似解的应用［１５］

［注］Ｇａｕｓｓ原理的进一步应用值得开展研究．
３．１１　Ｇａｕｓｓ原理与Ｃｈｅｔａｅｖ条件

非线性非完整约束

ｆβ ｔ，ｑｓ，ｑ( )ｓ ＝０ （１９）
加在虚位移δｑｓ上的条件为

∑ ｆβ
ｑｓ
δｑｓ＝０ （２０）

这就是Ｃｈｅｔａｅｖ条件．将约束方程对 ｔ求导，并取
Ｇａｕｓｓ变分，则有

∑ ｆβ
ｑｓ
̈ｑｓ＝０ （２１）

Ｃｈｅｔａｅｖ指出，“…对非线性约束引出可能位移的概
念，使得同时保持 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理和 Ｇａｕｓｓ原理
…”［１６］“考虑到Ａｐｐｅｌｌ条件对相应结果的应有贡献，
Ｎｏｖｏｓｅｌｏｖ称这些条件为 ＡｐｐｅｌｌＣｈｅｔａｅｖ条件…”［１７］

“注意到，Ｈａｍｅｌ１９３８年的文章［１８］，用这样的观点研

究了这一问题．”［１７］因此，这条件也叫ＣｈｅｔａｅｖＨａｍｅｌ
条件．考虑到与 Ｇａｕｓｓ原理的关联，这条件也叫
ＧａｕｓｓＡｐｐｅｌｌＣｈｅｔａｅｖ条件［１３］．Ｐａｐａｓｔａｖｒｉｄｉｓ称其为
ＭａｕｒｅＡｐｐｅｌｌＣｈｅｔａｅｖＨａｍｅｌ条件［１７，１９］．

［注］１）Ｃｈｅｔａｅｖ条件实际上是想让 ａ′Ａｌｅ
ｍｂｅｒｔｌａｇｒａｎｇｅ原理可以适用于一阶非线性非完整
约束系统而引出的条件，因此，要求 ａ′Ａｌｅｍｂｅｒｔｌａ
ｇｒａｎｇｅ原理与Ｇａｕｓｓ原理同时保持．
２）Ｃｈｅｔａｅｖ条件有多种称谓，我们以为称

ＧａｕｓｓＡｐｐｅｌｌＣｈｅｔａｅｖＨａｍｅｌ为好．
３．１２　 Ｇａｕｓｓ原理的疑点

吕茂烈先生２０１２年在“动力学与控制学报”上
发表论文“经典力学的一个新基本原理及其几个重

要应用．”［２０］文章指出，Ｇａｕｓｓ原理的理论性疑点有：
１）在拘束函数中“未显示出约束力，因而不能

说明约束的物理性质，有无摩擦力都一样…．而原
理的结论却被表达为只适用于无摩擦的情形．”
２）Ｇａｕｓｓ将“偏离”比拟人为“误差”，从而借助

他的误差理论来找出偏离的最小值．这个比拟是否
成立，也成为疑点．

在这篇文章中吕茂烈先生提出零原理，指出

Ｎｅｗｔｏｎ第二定律，ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理，Ｇａｕｓｓ原理都是
其特殊情形．

［注］吕茂烈先生的文章值得重视．

４　结论

（１）本札记给出了 Ｇａｕｓｓ原理的起源与发展
的一些史料，并在各处［注］中给出点评．

（２）Ｇａｕｓｓ在他的“关于力学的一个新的一般
原理”（１８２９）中并没有给出拘束函数的解析表达式．
这个解析表达式是Ｓｃｈｅｆｆｌｅｒ２９年后的１８５８年给出
的．因此，Ｇａｕｓｓ原理也叫ＧａｕｓｓＳｃｈｅｆｆｌｅｒ原理．

（３）在微分变分原理中，只有 Ｇａｕｓｓ原理具有
极值性质，ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔｌａｇｒａｎｇｅ原理和 Ｊｏｕｒｄａｉｎ原
理都没有极值性质．

（４）Ａｐｐｅｌｌ方程和 Ｃｈｅｔａｅｖ条件都与 Ｇａｕｓｓ原
理密切相关．
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