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摘要　Ｈａｍｉｌｔｏｎ发展了 Ｌａｇｒａｎｇｅ分析力学，他对分析力学的主要贡献是一个原理—Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理和一个方

程Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程．本文给出Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的经过史，包括Ｈａｍｉｌｔｏｎ原著的表述，以及后人对这个原理的理解

和发展．
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引言

学科史研究是科学技术史研究的一个重要领

域．分析力学史是力学史的一部分．国内外大多力
学史中的分析力学部分内容较少，较粗，较旧，且有

遗误，需要将分析力学史研究得较全，较细，较新，

较准确．目前，国内外还没有人专门研究分析力学
的学科史．本文作者期望对 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学，Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ力学，非完整力学，以及 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ力学等的发生
和发展给出历史的、客观的梳理与评价．

英国著名数学力学家ＨａｍｉｌｔｏｎＷＲ发展了Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ分析力学，他基于积分变分原理在分析力学
发展中做出了非常重大的贡献，主要体现在给出了

Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理和Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程．本文在第一手
资料的基础上，给出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的经过史，包括
Ｈａｍｉｌｔｏｎ原著的表述，以及后人对这个原理的理解，
并进一步阐述了Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的意义与发展．

１　Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理

１．１　Ｈａｍｉｌｔｏｎ的贡献
ＨａｍｉｌｔｏｎＷ Ｒ（１８０５—１８６５），汉译哈密顿，英

国数学家，物理学家，力学家．他在分析力学方面的
贡献是两篇长文：《论动力学中的一个普遍方法》

（Ｏｎａｇｅｎｅｒａｌｍｅｔｈｏｄｉｎｄｙｎａｍｉｃｓ，１８３４）和《再论动
力学中的普遍方法》（Ｓｅｃｏｎｄｅｓｓａｙｏｎａｇｅｎｅｒａｌ
ｍｅｔｈｏｄｉｎｄｙｎａｍｉｃｓ，１８３５）其中给出正则方程和

Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理．
１．２　Ｈａｍｉｌｔｏｎ的原著

Ｈａｍｉｌｔｏｎ在第二篇长文中写道［１］：

“这个函数Ｓ已在第一个工作中表述为形式

Ｓ＝∫
ｔ

０
（Ｔ＋Ｕ）ｄｔ

其中公式中的符号Ｔ和 Ｕ有通常意义．必须注意，
当Ｓ用这个定积分表示时，为消去它的变分条件
（如果给定初始和终了位置和时间）恰好是由 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ给出的运动微分方程．因此，这个定积分 Ｓ
的变分具有双重性质：当端点位置当作固定的，它

给出对任何变换坐标的运动微分方程；当端点位置

当作变动的，它给出这些微分方程的积分．”
［注］以上文字就是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ对他的原理的表

述，未明显指出δＳ＝０．
１．３　对Ｈａｍｉｌｔｏｎ原著的理解和表述

１）Полак对上述双重性质给出如下表达［２］

δＳ＝ ∑ Ｔ
η′[ ]δηｔ

０

－∫
ｔ

０ ∑
ｄ
ｄｔ
Ｔ
η′
－Ｔ
η
－Ｕ
( )η[ ]δηｄｔ

［注］对端点固定情形δηｔ＝０＝δηｔ＝ｔ＝０，由
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程导出 δＳ＝０；反之，由 δＳ＝０可导出
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．而δＳ＝０就是Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理．
２）Ｊａｃｏｂｉ的表述
ＪａｃｏｂｉＣＧＪ（１８０４—１８５１）在其《动力学讲义》

第八讲“Ｈａｍｉｌｔｏｎ积分与动力学方程的第二 Ｌａ
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ｇｒａｎｇｅ形式”中写道［３］：

“代替最小作用量原理，可提出另一原理，也是

使某一积分的一次变分为零，由此可比最小作用量

原理更简单地得到运动微分方程．……Ｈａｍｉｌｔｏｎ是
第一个由这个原理出发的．我们利用这个原理建立
Ｌａｇｒａｎｇｅ在分析力学中给出的运动方程形式．首先
设Ｘｉ，Ｙｉ，Ｚｉ是函数 Ｕ的偏导数；进而设 Ｔ为活力
之半

Ｔ＝１２∑ｍｉｖｉ
２

＝１２∑ｍｉ
ｄｘｉ
ｄ( )ｔ

２

＋ ｄｙｉ
ｄ( )ｔ

２

＋ ｄｚｉ
ｄ( )ｔ[ ]

２

此时新原理表示为方程

δ∫（Ｔ＋Ｕ）ｄｔ＝０ （１）

　　这个新原理比最小作用量原理更普遍，因为这
里Ｕ可显含ｔ，而最小作用量原理不含ｔ．…”

“完全表示的新原理这样表述：

如果给定系统在初时刻 ｔ０和给定末时刻 ｔ１位
置，那么为确定真实发生的运动就有方程

δ∫
ｔ１

ｔ０
（Ｔ＋Ｕ）ｄｔ＝０ （２）

这里积分从 ｔ０至 ｔ１，Ｕ是力函数，可包含时间
ｔ，而Ｔ是活力之半…”

［注］Ｊａｃｏｂｉ将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理表述清楚了，而
且Ｕ可含时间ｔ，是一进步．
３）Ｍｏｉｓｅｅｖ的评介
ＭｏｉｓｅｅｖＮＤ（１９０２—１９５５）为苏联力学史著名

专家，他在《力学发展史》中有如下段落［４］：

“…Ｈａｍｉｌｔｏｎ基于积分变分原理在分析力学发
展中做出了非常重大的贡献，这个原理称为Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎＯｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ原理，稍晚一些，Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ独立
于Ｈａｍｉｌｔｏｎ，在其工作中找到并研究了这个原理，
并指出这个原理有可能应用于比 Ｈａｍｉｌｔｏｎ更多更
广一类力学问题．”

“首先，Ｈａｍｉｌｔｏｎ将 Ｍａｕｐｅｒｔｕｉｓ最小作用量原
理中研究作用量作为轨道始、末点坐标的函数．这
个函数在光学研究中起重要作用，Ｈａｍｉｌｔｏｎ称其为
“特征函数”

Ｗ ＝∫
ｔ１

ｔ０
２Ｔｄｔ

它不是别的，就是 Ｌａｇｒａｎｇｅ作用量．Ｈａｍｉｌｔｏｎ
还引出一个重要函数

Ｓ＝∫
ｔ１

ｔ０
（Ｔ＋Ｕ）ｄｔ

他称其为主函数．这个函数表示Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用
量．Ｈａｍｉｌｔｏｎ建立了函数 Ｗ和 Ｓ之间的关系，并借
助它建立起基于作用量 Ｓ稳定的原理的完整动力
学系统．”

“在这些表达式中Ｔ表示系统的动能，而 Ｕ为
系统的力函数．Ｈａｍｉｌｔｏｎ仅研究带不依赖于时间的
约束的保守系统．”

“在两个工作中建立的一般原理表述如下．
对系统的任何轨道段，作用量（主函数Ｓ）取稳

定值（驻值），如果作为比较的临近曲线在同样时

间有同样的端点 Ａ和 Ｂ．因此，Ｈａｍｉｌｔｏｎ假设系统
的总能在相邻轨道上可以不同，而在最小作用量原

理中对所有比较轨道这个量是一样的．”
“因此，Ｈａｍｉｌｔｏｎ稳定作用量原理的解析表达

如下

δＳ＝δ∫
（ｔ１）

（ｔ０）
（Ｔ＋Ｕ）ｄｔ＝０

进而，Ｈａｍｉｌｔｏｎ证明他的函数 Ｗ和 Ｈ满足某
个微分方程组，方程组的解与下述偏微分方程

Ｈ（ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ；
Ｗ
ｑ
，…，

Ｗ
ｑｎ
）－ｈ＝０ （３）

的解相关，其中所谓“Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数”Ｈ是广义坐标
ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ和广义动量ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ的下述函数

Ｈｑ１，ｑ２，…，ｑｎ，ｐ１，ｐ２，…，ｐ( )
ｎ ＝Ｔ－Ｕ

　　Ｈａｍｉｌｔｏｎ建立了方程（３）的解与正则形式运动
常微分方程组

ｄｑｋ
ｄｔ＝

Ｈ
ＰＫ
　
ｄｐｋ
ｄｔ＝－

Ｈ
ｑｋ
　（ｋ＝１，２，…，ｎ）（４）

的解的联系，其中ｎ为系统的自由度数．
现时以Ｈａｍｉｌｔｏｎ名字命名的这个原理和运动

的正则方程（４），不仅是许多力学现象，而且是许
多物理过程研究的工具．”

“Ｊａｃｏｂｉ对这个理论有兴趣，于１８３７年继续发
展了Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，以及由此原理导出的运动微分
方程．但是，Ｊａｃｏｂｉ给出这个复杂理论具体应用的
两个例子：他研究了质点在受到两个中心牛顿引力

作用下的运动问题，以及质点在光滑椭球面上无外

力作用条件下的运动问题．至于第一个问题早在
１００年前已由 Ｅｕｌｅｒ解决，而后不止一次地由其他
人借助运动的常微分方程解决了．第二个问题，Ｊａ
ｃｏｂｉ借助 ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ偏微分方程的复杂工具

０２
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由他首先解决，但没有原则上困难．”
［注］１）以上段落提到 Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ和 Ｊａｃｏｂｉ

在Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理方面的工作．２）关于对Ｊａｃｏｂｉ定理
工作的评价与Ａｒｎｏｌｄ的评价相距甚远．Ａｒｎｏｌｄ指出
“Ｊａｃｏｂｉ定理将常微分方程组的求解化为求偏微分
方程的完全积分．这样由简“化”繁却提供了解决
问题的有效方法，这是令人惊奇的．然而这却是求
精确解的最有力的方法，而Ｊａｃｏｂｉ解出的许多问题
用别的方法是解不出来的．”［５］

４）Ａｐｐｅｌｌ的表述
Ａｐｐｅｌｌ在其著作第二卷第４８４节“Ｈａｍｉｌｔｏｎ原

理”中有如下表述：［６］

“前一章已经看到，在系统无摩擦下，每一时刻

ｔ，对这一时刻为约束允许的可能位移 δｘ，δｙ，δｚ有
下述形式的方程

　∑
－ｍｄ

２ｘ
ｄｔ２( )＋Ｘδｘ＋ －ｍｄ

２ｙ
ｄｔ２( )＋Ｙδｙ

＋ －ｍｄ
２ｚ
ｄｔ２( )＋Ｚδ











ｚ
＝０

（５）
这个结果可表示为以下形式，由此可组建

Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理．
给定系统在时刻ｔ０和ｔ１的位置Ｐ０和Ｐ１．在系

统由位置Ｐ０到位置Ｐ１在给定力和约束力作用下的
真实运动中，不同点的坐标ｘ，ｙ，ｚ是时间的函数，这
些函数在给定的时刻ｔ０和ｔ１满足约束方程．设ｘ＋
δｘ，ｙ＋δｙ，ｚ＋δｚ是时间的任意函数，它们无限接近
相应真实运动的函数 ｘ，ｙ，ｚ．这些函数，如 ｘ，ｙ，ｚ也
在时刻ｔ０和ｔ１满足约束方程．因此，δｘ，δｙ，δｚ是时
间的无限小函数，在时刻ｔ０和ｔ１变为零，由在这个
间隔中为约束允许的位移所确定．用 Ｔ ＝
１
２∑ｍ（ｘ

２＋ｙ２＋ｚ２）表示系统在真实运动中的动

能，用δＴ表记当ｘ，ｙ，ｚ得到上述变分 δｘ，δｙ，δｚ时，
这个能的变分．Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理在于，积分

δＳ＝∫
ｔ１

ｔ０
δＴ＋∑（Ｘδｘ＋Ｙδｙ＋Ｚδｚ[ ]）ｄｔ

　　在满足所指条件下对所有值 δｘ，δｙ，δｚ，等于

零．积分号中和号∑ 对约束反力外的所有给定

力．为证明δＳ等于零，注意到

δＴ＝∑ｍ（ｘ′δｘ′＋ｙ′δｙ′＋ｚ′δｚ′）
但是因为δｄｘｄｔ等于

ｄδｘ
ｄｔ，有

∫
ｔ１

ｔ０
ｍｘ′δｘ′ｄｔ＝∫

ｔ１

ｔ０
ｍｄｘｄｔδ

ｄｘ
ｄｔｄｔ＝∫

ｔ１

ｔ０
ｍｄｘｄｔｄδｘ

　　分部积分，上述积分写成形式

ｍｄｘｄｔδｘ
ｔ１

ｔ０

－∫
ｔ１

ｔ０
ｍｄ

２ｘ
ｄｔ２
δｘｄｔ

因δｘ在边界上为零，其中积分出来的部分为

零．因此，变换积分∫δＴｄｔ的所有项，最终得到

　δＳ＝∫
ｔ１

ｔ０
∑

Ｘ－ｍｄ
２ｘ
ｄｔ( )２ δｘ＋ Ｙ－ｍｄ２ｙｄｔ( )２ δｙ

＋ Ｚ－ｍｄ
２ｚ
ｄｔ( )











２

ｄｔ

由方程（５）知，δＳ等于零，因为 δｘ，δｙ，δｚ是时
刻ｔ具有约束允许的位移．”

在第４８５节“由Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理导出Ｌａｇｒａｎｇｅ方
程”中写道：

“上面的计算不能应用于非完整系统，因为对

这类系统等式ｄδｑ＝δｄｑ不对．”
“特殊情形，当施加力沿坐标轴的分量等于依

赖坐标和时间的函数 Ｕ的偏导数．在此情形虚功
之和

∑ Ｘδｘ＋Ｙδｙ＋Ｚδ( )ｚ

是函数Ｕ的全微分δＵ，取ｔ为常数．此时有

δＳ＝∫
ｔ１

ｔ０
δＴ＋δ( )Ｕｄｔ＝δ∫

ｔ１

ｔ０
( )Ｔ＋Ｕｄｔ

而Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理表述如下．如果给定系统在时
刻ｔ０和ｔ１的位置，那么积分

Ｓ＝∫
ｔ１

ｔ０
( )Ｔ＋Ｕｄｔ

在由真实运动向为约束允许的无限接近的任

何运动过渡时，它的变分为零．”
［注］１）Ａｐｐｅｌｌ由动力学普遍方程（５）导出原理

δＳ＝∫
ｔ１

ｔ０
δＴ＋∑ Ｘδｘ＋Ｙδｙ＋Ｚδ( )[ ]ｚ ｄｔ＝０

　　它是一般完整系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理．２）Ａｐｐｅｌｌ
指出原理的前提是无摩擦运动，无摩擦约束后来发

展为理想约束．３）Ａｐｐｅｌｌ指出这个原理不适合非完
整系统．
５）Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ的表述
Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ在其著作第９９节“完整保守系统的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理”中写道［７］：

“研究任何完整保守动力学系统，其在任何瞬

时的位形由 ｎ个独立坐标（ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ）来确定，
并令Ｌ是表征其运动的动势．令ｎ维空间中一给定

１２
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弧ＡＢ表示系统的部分轨道，而令ＣＤ为一邻近弧，
它不一定是系统的轨道；然而，当然可能使 ＣＤ是
系统遵从附加约束的轨道．令 ｔ是代表点（ｑ１，ｑ２，
…，ｑｎ）在ＡＢ上占据任何位置 Ｐ的时间．假设 ＣＤ
上每个点与时间的某个值相关联，那么在ＣＤ（或者
使ＣＤ是其部分的弧）上存在一点 Ｑ，它对应与 Ｐ
一样的同值ｔ．……

用δ表示变分，用这个变分使 ＡＢ上的一点到
ＣＤ上的点，与时间同值相关，用 ｔ０，ｔ１，ｔ０＋Δｔ０，ｔ１＋

Δｔ１分别表示对应端点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ的ｔ值，而用ＬＲ表
示在两弧上任意点Ｒ的函数Ｌ的值．

如果构成积分

∫Ｌ（ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ，ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ，ｔ）ｄｔ
沿弧ＡＢ和ＣＤ上的差，就是

　∫
ＣＤ

Ｌｄｔ－∫
ＡＢ

Ｌｄｔ＝ＬＢΔｔ１－ＬＡΔｔ０＋∫
ｔ１

ｔ０
δＬｄｔ＝

ＬＢΔｔ１－ＬＡΔｔ０＋∫
ｔ１

ｔ０
∑
ｎ

γ＝１

Ｌ
ｑγ
δｑγ＋

Ｌ
ｑγ
δｑ( )γ ｄｔ＝Ｌａｇｒａｎｇｅ

ＬＢΔｔ１－ＬＡΔｔ０＋∫
ｔ１

ｔ０
∑
ｎ

γ＝１

Ｌ
ｑγ
δｑγ＋

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑ( )
γ
δｑ( )γ ｄｔ＝

ＬＢΔｔ１－ＬＡΔｔ０＋∫
ｔ１

ｔ０

ｄ
ｄｔ∑

ｎ

γ＝１

Ｌ
ｑγ
δｑ( )γ ｄｔ＝ＬＢΔｔ１－

ＬＡΔｔ０＋ ∑
ｎ

γ＝１

Ｌ
ｑγ
δｑ( )γ

Ｂ
－ ∑

ｎ

γ＝１

Ｌ
ｑγ
δｑ( )γ

Ａ

但是如果用 Δｑ( )γ Ｂ表记ｑγ由Ｂ到Ｄ的增量，
就有

Δｑ( )
γ Ｂ ＝ δｑ( )

γ Ｂ ＋ ｑ( )
γ ＢΔｔ１

类似地有

Δｑ( )
γ Ａ ＝ δｑ( )

γ Ａ＋ ｑ( )
γ ＡΔｔ０

而因此有

∫
ＣＤ

Ｌｄｔ－∫
ＡＢ

Ｌｄｔ＝ ∑
ｎ

γ＝１

Ｌ
ｑγ
Δｑγ＋ Ｌ－∑

ｎ

γ＝１

Ｌ
ｑγ
δｑ( )γ Δ[ ]ｔＢ

Ａ

（６）
　　现在假设Ｃ与Ａ，Ｄ与 Ｂ重合，与 Ｃ和 Ｄ关联
的时间分别是ｔ０和ｔ１，那么Δｑ１，Δｑ２，…，Δｑｎ，Δｔ在
Ａ和Ｂ是零，而最后一个方程成为

∫
ＣＤ

Ｌｄｔ－∫
ＡＢ

Ｌｄｔ＝０

这表明对真实轨道的任何部分 ＡＢ，与和真实
轨道有同样端点，时间同样端值的邻近路径 ＣＤ相

比较，积分∫Ｌｄｔ有稳定值．这个结果称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

原理”．

［注］Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ由作用量∫Ｌｄｔ的全变分出发
并利用Ｌａｇｒａｎｇｅ导出了式（６），再由设Ｃ与Ａ，Ｄ与

Ｂ重合而导出了Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理δ∫Ｌｄｔ＝０．
６）Ｓｕｓｌｏｖ的表述
Ｓｕｓｌｏｖ在其著作第２０１节“Ｈａｍｉｌｔｏｎ形式的稳

定作用量原理”中写道［８］：

“取系统两个可能位置Ａ０和Ａ１，它们可用直路
联结．设系统沿直路从Ａ０到Ａ１在时间间隔ｔ１－ｔ０内
完成，其中ｔ０和ｔ１表示系统在 Ａ０和 Ａ１的时间．研究
积分

Ｗ ＝∫
ｔ１

ｔ０
Ｌｄｔ （７）

比较这个积分在系统沿直路运动的值和系统

沿旁路运动的值，这个旁路也由初始位置 Ａ０到终
了位置Ａ１，并设系统沿任何旁路由 Ａ０到 Ａ１与直路
运动同时开始并同时终了．此时有，直路的积分值
Ｗ与旁路的相比较是稳定的，换言之，对直路的积
分（７）的一次变分为零．在变分时需要注意所有以
上所指限制

（１）系统的约束不能破坏；
（２）所有旁路在时刻ｔ０同时开始并在时刻ｔ１同

时结束；沿直路的运动也在这些时刻开始与结束；

（３）系统的起始和终了位置对所有路径是一
样的．

…对函数Ｗ取变分，有

δＷ ＝δ∫
ｔ１

ｔ０
Ｌｄｔ＝∫

ｔ１

ｔ０
δＬｄｔ＝∫

ｔ１

ｔ０
∑
ｓ

σ＝１

Ｌ
ｑσ
δｑσ＋

∫
ｔ１

ｔ０
∑
ｓ

σ＝１

Ｌ
ｑσ
δｑσｄｔ （８）

为变换第一项，注意到当时间不变分时，变分

与对时间的微分是可交换的．实际上令 ｑ^σ是函数
ｑσ的变分值，有

δｑσ ＝ｑ^σ－ｑσ
两端求导数，有

ｄ
ｄｔδｑｓ＝ｑ^

·

σ－ｑσ ＝σｑσ

于是得到

∫Ｌｑσδｑσｄｔ＝∫
Ｌ
ｑσ
ｄ
ｄｔδｑσｄｔ

＝
ｔ１

ｔ０

Ｌ
ｑσ
δｑσ－∫ｄｄｔＬｑσδｑσｄｔ

２２
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按条件ｔ＝ｔ０和ｔ＝ｔ１坐标变分ｑσ等于零，因此有
ｔ１

ｔ０

Ｌ
ｑσ
δｑσ ＝０

据所指对函数Ｗ的变分表达式（８），可得到下
述形式

δＷ ＝∫
ｔ１

ｔ０
∑
ｓ

σ＝１

Ｌ
ｑσ
－ｄｄｔ

Ｌ
ｑ( )
σ
δｑσｄｔ （９）

因沿直路的运动满足方程（７），那么上式中积
分号下函数等于零，这就证明了

δＷ ＝δ∫
ｔ１

ｔ０
Ｌｄｔ＝０

积分（７）的所证性质导出了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理．积
分Ｗ本身通常称为Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量而原理本身可
表述为：Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量沿直路由系统给定的初始
位置到终了位置与在同样位置间发生的沿旁路的

作用量相比较具有稳定值，如果系统沿所有路径在

同样时间间隔ｔ１－ｔ０内完成…”．
［注］１）Ｓｕｓｌｏｖ由Ｌａｇｒａｎｇｅ方程证明了 Ｈａｍｉｌ

ｔｏｎ原理．２）Ｓｕｓｌｏｖ给出例子证明 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理不
适合非完整系统．
７）Ｌｕｒｉｅ的表述
Ｌｕｒｉｅ在其著作第十二章“力学的变分原理”中

写道［９］：

“设　ｑ１（ｔ），…，ｑｎ（ｔ） （１０）
是时间的函数，它们是受有完整理想约束的质点系

在真实发生运动中的广义坐标．主动（给定）力有
势．将说，函数（１）的总合确定的真实路径，而∞ｎ

个无限接近真实位形为约束允许的任何一个

ｑ１ ＝ｑ１（ｔ）＋δｑ１，…，ｑｎ ＝ｑｎ（ｔ）＋δｑｎ（１１）

　　确定邻近路径，其中变分 δｑｓ是时间的任何无
限小可微函数．

用Ｌ表记动势，即动能与势能之差．在真实路径上
Ｌｑ１，…，ｑｎ，ｑ１，…，ｑｎ，( )ｔ （１２）

是时间的某个已知函数．在过渡到∞ｎ邻近路径中

的一个，动势的变分等于

δＬ＝∑
ｎ

ｓ＝１

Ｌ
ｑｓ
δｑｓ＋

Ｌ
ｑｓ
δｑ( )ｓ

＝∑
ｎ

ｓ＝１

Ｌ
ｑｓ
δｑｓ＋

Ｌ
ｑｓ

δｑ( )
ｓ( )′ （１３）

这里已用法则《δｄ＝ｄδ》．
［注］Ｌｕｒｉｅ在式（１３）之后利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程

导出了δＳ＝０．

１．４　Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的极值性质
１）Ｌｕｒｉｅ的论述
Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理指出 δＳ＝０，那么这个极值是极

大还是极小呢？Ｌｕｒｉｅ证明，如果积分区间充分小，
那么在定常约束下，Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量具有极小值．
２）陈滨的论述
陈滨在其著作中给出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量有强极

小值和弱极小值的充分条件［１０］．

２　Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的推广

２．１　对完整系统的推广
Ａｐｐｅｌｌ给出原理对完整保守系统的推广

∫
ｔ１

ｔ０
δＴ＋∑ Ｘδｘ＋Ｙδｙ＋Ｚδ( )[ ]ｚ ｄｔ＝０

　　写成广义坐标形式，有

∫
ｔ１

ｔ０
δＴ＋∑Ｑｓδｑ( )ｓｄｔ＝０

文献［１１］给出一类新型积分变分原理．在 ｍ
次速度空间中，如果力学系统受有完整理想约束，

并且所有主动力有势，势函数为 Ｖ＝Ｖｔ，ｑ( )ｓ，则系

统的运动使泛函

Ｉ＝∫
ｔ１

ｔ０
Ｔ

( )ｍ
＋ｍＴ０

( )ｍ
－Ｖ

( )

{ }
ｍ
ｄｔ

在系统的真实运动轨道上取驻值，其中

Ｔ＝∑ １
２ｍｉｖ

２
ｉ，　 Ｔ

( )ｍ
＝ｄＴ

ｍ－( )１

ｄｔ，

Ｔ０
( )ｍ
＝Ｔ
ｑｓ

ｑｓ
ｍ＋( )１
，　δｑｍｔ＝ｔ０ ＝δｑ

ｍ
ｔ＝ｔ１

＝０

当ｍ＝０时给出Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理．
２．２　对非完整系统的推广

１）Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统
将广义有势情形的ｄ′ＡｌｅｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅ原理

∑ Ｌ
ｑｓ
－ｄｄｔ

Ｌ
ｑ( )
ｓ
δｑｓ＝０

写成形式

δＬ－ｄｄｔ∑
Ｌ
ｑｓ
δｑ( )ｓ ＋∑ Ｌ

ｑｓ
ｄ
ｄｔδｑ

( )
ｓ －δｑ[ ]ｓ ＝０

将其对ｔ由ｔ０至ｔ１积分，并注意到端点条件，得到

∫
ｔ１

ｔ０
δＬ＋∑ Ｌ

ｑｓ
ｄ
ｄｔδｑ

( )
ｓ －δｑ[ ]{ }ｓ ｄｔ＝０

根据对δｑｓ的两种定义，可得到非完整系统两
种形式的Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理：Ｓｕｓｌｏｖ形式的和Ｈｌｄｅｒ形
式的［１２，１３］．

３２
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Ｈｌｄｅｒ形式也叫Ｖｏｒｏｎｅｔｓ形式．
［注］１）文献［１２］称 Ｈｌｄｅｒ形式为Ｖｏｒｏｎｅｔｓ形

式．２）Ｓｕｓｌｏｖ（１８５７１９３５）是老师，Ｖｏｒｏｎｅｔｓ（１８７１
１９２３）是学生，关于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理应用于非完整系
统，两人有过争议，而实际上他们两人都没有错．
２）Ｖａｃｃｏ动力学系统
Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ在其《经典力学》中指出，对受有约束
ｆα ｑ１，…，ｑｎ，ｑ１，…，ｑ( )

ｎ ＝０

的系统，Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理可写成［１４］：

δ∫
ｔ２

ｔ１
Ｌ＋∑λαｆ( )α ｄｔ＝０

由此导出方程

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑ( )
ｋ
－Ｌ
ｑｋ
＝∑ λα

ｆα
ｑｋ
－ｄｄｔ

ｆα
ｑ[ ]
ｋ

－
ｄλα
ｄｔ
ｆα
ｑ{ }
ｋ

　　［注］１）所得方程为 Ｖａｃｃｏ动力学方程．２）文
献［１５］指出，上述原理是数学变分问题，导出的方
程在力学／物理上是不正确的．

３　Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的意义与进一步发展

３．１　Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的意义

Полак指出“很难指出物理－数学科学的其他
领域，把抽象的数学研究与具体的物理内容如此深

刻地结合起来．力学的变分原理不仅是自然和技术
的最复杂、多方面问题的精美工具，而且运动规律的

独特表达形式远远超出了经典力学的限制．”［２］

Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理正是这样的．
Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理是力学的基本原理，并且它把原

理归结为更一般的形式．同时它与坐标选择无关，
因此，更具有普遍性并在多方面应用上更为方便．
例如，应用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理来推导Ｌａｇｒａｎｇｅ方程和正
则方程更为简单更为自然．这不单是反映数学逻辑
推理上的巧妙，主要是反映了原理更深刻地揭示了

客观事物之间紧密的联系［１６，１７］．
对Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理在近似计算上的应用，文献

［１７，１８］给出很好的例子．文献［１０，１９］将 Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ原理应用于耦合ＲＬＣ电路、柔性多体以及刚柔
耦合系统动力学．
３．２　Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的进一步发展

１９２７年Ｂｉｒｋｈｏｆｆ在其著作《动力系统》中提出一
类新型积分变分原理和一类新型运动微分方程．１９８３
年Ｓａｎｔｉｌｌｉ将这些结果推广到包含时间的情形［２０］．那
个原理可称为ＰｆａｆｆＢｉｒｋｈｏｆｆ原理［２０，２１］，有形式

δＡ＝０

Ａ＝∫
ｔ１

ｔ０
∑Ｒν ｔ，( )ａａν－Ｂｔ，( )[ ]ａ ｄｔ

ｄδａν＝δｄａν，　δａν
ｔ＝ｔ０

＝δａν
ｔ＝ｔ１

＝０

当取

Ｒμ ＝
ｐμ　 μ＝１，２，…，( )ｎ

０　 μ＝ｎ＋１，…，２( ){ ｎ

ａμ ＝
ｑμ　 μ＝１，２，…，( )ｎ

ｐμ－ｎ　 μ＝ｎ＋１，…，２( ){ ｎ

Ｂ＝Ｈ
则给出Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理

δ∫
ｔ１

ｔ０
∑ｐｓｑｓ( )－Ｈｄｔ＝０

文献［２１，２２］研究了 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统动力学．文
献［２１］还由 ＰｆａｆｆＢｉｒｋｈｏｆｆ原理导出了 ＰｆａｆｆＢｉｒｋ
ｈｏｆｆｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理．

４　结语

⑴ 本文给出有关 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的一些史料，
包括Ｈａｍｉｌｔｏｎ原著的表述，后人的理解与发展．

⑵ Ｈａｍｉｌｔｏｎ给出了Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量Ｓ，但未明
确地给出δＳ＝０．Ｊａｃｏｂｉ明确给出了原理δＳ＝０．Ｏｓ
ｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ也研究了这个原理，因此，俄国人称原理
为ＨａｍｉｌｔｏｎＯｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ原理．

⑶ Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的前提是：约束是双面理想
完整定常的，力是有势的且不含时间，可比较路径

与真实路径有同样始、终点并在同样时间间隔内完

成．这个原理可推广到完整非保守系统和非完整系
统，但一般说已不再是稳定作用量原理．

⑷ Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理推广到ＰｆａｆｆＢｉｒｋｈｏｆｆ原理，经历
了９０多年，为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统动力学打下了理论基础．

⑸ 文献［２］指出，文献中大量出现的“原理的
证明”无疑是不合理的，原理无需证明．当然，人们
开始时总是希望用已有的知识来验证新知识的正确

性，因此就有了Ａｐｐｅｌｌ用动力学普遍方程，Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ
用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程来验证Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理的经历．
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