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Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的广义斜梯度表示
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摘要　提出广义斜梯度系统并研究Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的广义斜梯度表示．给出系统成为广义斜梯度系统的条件．

利用广义斜梯度系统的性质来研究系统解的稳定性．举例说明结果的应用．

关键词　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，　广义斜梯度系统，　稳定性
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引言

梯度系统对研究积分和解的稳定性十分方便．
文献［１］研究了通常梯度系统的性质，文献［２］讨
论了斜梯度系统．有关力学系统与梯度系统的研究
已有一些结果，如文献［３－８］．通常斜梯度系统中
的函数不包含时间．若包含时间，则称为广义斜梯
度系统．广义斜梯度系统对研究非定常力学系统解
的稳定性有重要价值．有关 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的稳定性
研究大多限于定常系统［９］．本文期望借助广义斜梯
度系统来研究一般Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的稳定性．

１　广义斜梯度系统

广义斜梯度系统的微分方程有形式

ｘｉ＝ｂｉｊ（Ｘ）
Ｖ（ｔ，Ｘ）
ｘｊ

，（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｍ） （１）

这儿及以后我们约定：同一项中，相同的活动指标

表示对其求和，其中 ｂｉｊ（Ｘ）＝－ｂｊｉ（Ｘ），Ｘ＝（ｘ１，
ｘ２，…，ｘｍ）．若Ｖ不含时间ｔ，则式（１）成为通常斜梯
度系统．

按方程（１）求Ｖ，得

Ｖ＝Ｖ
ｔ
＋Ｖ
ｘｉ
ｂｉｊ
Ｖ
ｘｊ

（２）

由（ｂｉｊ）的反对称性质，上式右端第二项为零，于是
有

Ｖ＝Ｖ
ｔ

（３）

如果Ｖ＝Ｖ（ｔ，Ｘ）为正定的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，且Ｖ
ｔ≤

０，那么就可用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理来判断解的稳定性．

特别地，如果
Ｖ
ｔ
＝０，即通常斜梯度系统情形，那么

Ｖ＝Ｖ（Ｘ）是积分．此时，如果 Ｖ可成为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数，那么解是稳定的．

２　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的梯度表示

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的微分方程有形式［９－１０］

ａμ＝Ωμν Ｂ
ａν
＋
Ｒν
( )ｔ，（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （４）

其中Ｂ＝Ｂ（ｔ，ａ）为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数，Ｒμ＝Ｒμ（ｔ，ａ）为
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组，且

Ωνρ＝
Ｒρ
ａν
－
Ｒν
ａρ

ΩμνΩνρ＝δ
μ
ρ

ｄｅｔ（Ωνρ）≠０

，（μ，ν，ρ＝１，２，…，２ｎ） （５）

方程（４）一般还不能成为广义斜梯度系统
（１）．如果存在反对称矩阵（ｂμν（ａ））和函数 Ｖ＝Ｖ
（ｔ，ａ）满足下式

Ωμν Ｂ
ａν
＋
Ｒν
( )ｔ ＝ｂμρＶａρ，（μ，ν，ρ＝１，２，…，２ｎ）

（６）
则它可成为广义斜梯度系统（１）．
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对半自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，有

Ｒν
ｔ
＝０，（ν＝１，２，…，２ｎ）

Ｂ＝Ｂ（ｔ，ａ） （７）
此时，式（６）成为

ΩμνＢ
ａν
＝ｂμρ

Ｖ
ａρ

（８）

只要取

ｂμν＝Ω
μν，Ｖ＝Ｂ （９）

则Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统成为广义斜梯度系统．此时，若 Ｂ

正定，且有
Ｂ
ｔ
＜０，则解是稳定的．

３　算例

例１　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为
Ｒ１＝ａ

２，Ｒ２＝０，Ｂ＝ ａ( )１ ２＋ ａ( )２ ２ １＋ｅｘｐ（－ｔ[ ]）

（１０）
试将其化为广义斜梯度系统，并研究其零解的稳定

性．
解：　由Ｒ１＝ａ

２，Ｒ２＝０得

Ω( )μν ＝
０ １
－( )１ ０

取

ｂ( )μν ＝
０ １
－( )１ ０

，Ｖ＝Ｂ

因Ｖ在ａ１＝ａ２＝０邻域内正定，且有

Ｖ
ｔ
＝－ ａ( )２ ２ｅｘｐ（－ｔ）＜０

故零解ａ１＝ａ２＝０是稳定的．
例２　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统为

Ｒ１＝ａ
２，Ｒ２＝０，Ｂ＝ ａ( )１ ２＋ ａ( )２ ２ １＋ １１＋( )ｔ

（１１）
试将其化为广义斜梯度系统，并研究其零解的稳定

性．
解：　由Ｒ１＝ａ

２，Ｒ２＝０得

Ω( )μν ＝
０ １
－( )１ ０

取

ｂ( )μν ＝
０ １
－( )１ ０

，Ｖ＝Ｂ

则其成为一个广义斜梯度系统．Ｖ在 ａ１＝ａ２＝０邻
域内正定，且有

Ｖ
ｔ
＝－ ａ( )２ ２ １

（１＋ｔ）２
＜０

因此，零解ａ１＝ａ２＝０是稳定的．

４　结论

在非定常力学系统稳定性研究中，Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数的构造是一大难题．本文首先提出了广义斜梯度
系统并研究了它的性质，然后将非自治 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统在一定条件下化成广义斜梯度系统，并利用广义

斜梯度系统来构造Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，
从而解决了一些非自治 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的稳定性问
题．
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