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基于浅水波理论液体晃动初值问题的数值模拟

薛伟顺　熊渊博

（四川大学建筑与环境学院，成都　６１００６５）

摘要　针对日益受到关注的液体晃动问题，提出了一种基于浅水波理论的研究方案．该方案采用浅水波理

论而非势流理论导出系统控制方程，并通过哈密顿体系表达；利用中心有限差分法和 ＳｔｏｒｍｅｒＶｅｒｌｅｔ算法进

行空间和时间离散；模拟了不同初值条件下的液体晃动情况并对比分析了影响系统非线性响应的主要因

素．结果表明，基于浅水波理论能有效解决液体晃动问题；与 Ｅｕｌｅｒ格式对比，ＳｔｏｒｍｅｒＶｅｒｌｅｔ算法精度较高；

除共振外对于系统非线性响应的影响容器初始位移比初始速度更显著；非共振情况一定条件下，充液容器

运动过程中液体晃动能起到阻尼作用．
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引言

液体晃动问题普遍存在于工业流水线、航天航

空、能源动力、原油储运等众多工程领域，且日益得

到工程界和学术界的关注．尤其近些年来，随着航

空、船舶等领域的快速发展，舱内液体晃动问题引

起了人们极大地关注［１－２］．当容器部分充液时，液

体在外部激励下会晃动起来，可能对结构安全造成

严重的危害．因此，对不同激励形式下充液系统响

应进行研究有着非常重要的工程应用价值．

在液体晃动的描述和液体晃动的物理特性等

方面，国内外许多专家学者开展了大量的研究．卢

军等［３］基于势流理论研究了平放圆柱形贮箱内任

意充液比液体晃动问题；Ｊ．Ｈ．Ｊｕｎｇ等［４］采用 ＶＯＦ

方法对液体晃动问题进行了数值计算；李裕龙等［５］

模拟计算了舱内液体的非线性晃荡并建立了波浪

中载液船舶耦合运动方程；Ｒ．Ｓｙｇｕｌｓｋｉ［６］假设流体

为无黏、不可压缩、微幅晃动的理想流体，采用边界

元方法研究了三维液体的晃动问题；刘富等［７］采用

ＳＰＨ方法对棱形液舱不同充液比所对应的舱内液

体晃动进行了三维数值模拟；欧阳林辉等［８］利用有

限体积法研究液体晃动行为，对二维和三维矩形储

液容器液体晃动进行了分析；孙丽娜等［９］对罐式集

装箱液体晃动过程进行了数值模拟研究；李文盛

等［１０］基于非线性波动理论模型，研究了储液容器

内液体晃动的动力学响应问题．然而在以往的液体
晃动问题的研究中，更多的是以势流理论为基础，

导出系统的控制方程，考虑外部激励频率与容器一

阶固有频率相近或相等时的液体晃动问题［１２］，而

对诸如容器初始位移、容器初始速度等更一般的初

值条件对液体非线性响应的影响分析还不多．
为了提出有效的数值方案，并比较分析影响液

体晃动非线性响应的不同初始条件，从而为以后进

一步研究液体晃动控制问题提供可靠参考．本文尝
试以浅水波理论为基础，导出系统的控制方程，进

而得到完整的数值方案．在此基础上，对系统在不
同初始条件下的非线性响应做了数值仿真对比试

验．通过将该方案与成熟的数值方案进行对比，证
明了该方案能够精确稳定的对浅水晃动与容器平

动的动态耦合问题进行计算，并且具有较高的精

度．

１　系统控制方程

容器水平运动，令ｑ（ｔ）表示空间坐标（Ｘ，Ｙ）下
容器的水平位移，ｋ为弹性常数，ｈ０为静水位，Ｌ为
容器水平长度，（ｘ，ｙ）为随体坐标系，则运动系统如
图１所示．



第４期 薛伟顺等：基于浅水波理论液体晃动初值问题的数值模拟

图１　部分充液容器的运动原理图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｍｏｖｉｎｇｖｅｈｉｃｌｅｐａｒｔｉａｌｌｙｆｉｌｌｅｄｗｉｔｈｆｌｕｉｄ

容器水平运动控制方程［１１］

ｄ
ｄｔ（∫

Ｌ

０
ρｈＵｄｘ＋（ｍｆ＋ｍｖ）ｑ）＋ｋｑ＝０ （１）

式中，ρ为液体密度，ｈ（ｘ，ｔ）为液体高度，Ｕ（ｘ，ｔ）为
液体水平表面速度，ｍｆ为液体质量，ｍｖ为容器质
量，ｑ为容器水平速度．

浅水方程［１３］如下
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式中，ｇ为重力加速度，̈ｑ为容器水平加速度．
联合（１）和（２）得到刚性容器水平运动导致液

体晃动的系统动态耦合控制方程．则哈密顿体系下
系统控制方程如下
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式中，ｗ为广义加速度，并定义 ｘａ＝
ｘ
ａ
，χ（ａ）＝

ｈｘａ ｔ＝０，其中χ（ａ）由初始条件确定，０≤ａ≤Ｌ，ｐ为
广义力，ｘ为任意流体微团的水平速度，Ｈ为哈密
顿方程
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２　液体晃动问题的数值分析

２．１　空间离散
离散参考空间如下

ａｉ＝（ｉ－１）Δａ，ｉ＝１，２，…，Ｎ＋１ （５）

式中，Δａ＝Ｌ Ｎ，Ｎ为节点数．

令ｘｉ（ｔ）＝ｘ（ａｉ，ｔ），ｗｉ（ｔ）＝ｗ（ａｉ，ｔ），控制方程（３）
中第一个方程等式右侧采用变分离散［１４］；利用梯

形法则离散（３）第三个和第四个方程中的积分项．
由此得到半离散化的哈密顿形式的控制方程

组如下
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式中，η为梯形法则，具有广义动量ｐ的量纲．
２．２　时间离散

时间离散采用如下方案
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这个方案即ＳｔｏｒｍｅｒＶｅｒｌｅｔ算法，它是显式的，并且
在长时间跨度上能保持能量守恒［１５］．

对（６）在每个时间步ｎ
!

ｎ＋１中应用Ｓｔｏｒｍｅｒ
Ｖｅｒｌｅｔ算法，得到离散控制方程如下
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式中

ｗｎｉ＝ｗ（ａｉ，ｔｎ），ｘ
ｎ
ｉ＝ｘ（ａｉ，ｔｎ），

ｐｎ＝ｐ（ｔｎ），ｑ
ｎ＝ｑ（ｔｎ），ｔｎ＝ｎΔｔ （９）

耦合系统的能量方程

Ｅｃ（ｔ）＝∫
Ｌ

０
（
１
２ρｈ（ｕ＋ｑ）

２＋１２ρｇｈ
２）ｄｘ＋

　 １２ｍｖｑ
２＋１２ｋｑ

２ （１０）

当转化为以正则变量（ｑ，ｘ，ｐ，ｗ）表示的形式时即
为哈密顿方程（４）．
２．３　系统的数值仿真试验

取液体密度 ρ＝１０００ｋｇ／ｍ３，重力加速度 ｇ＝
９．８１ｍ／ｓ２，容器水平长度 Ｌ＝０．５２５ｍ，为满足浅水
波方程水深远小于波长的适用条件，水深在０．０５ｍ
～０．０８ｍ之间取值，空间步长 Δａ＝１．０５×１０－４ｍ，
时间步长Δｔ＝１０－４ｓ．

利用系统控制方程的完全离散式（８）．首先通
过共振算例来验证该算法精度及该方案模拟液体

晃动问题的有效性．取外部激励频率ω＝ωｃｏｕｐｌｅｄ３ ，其

中ωｃｏｕｐｌｅｄ３ 为耦合系统三阶固有频率，由下式计算

ωｃｏｕｐｌｅｄｊ ＝２Ｌ ｇｈ槡 ０ｓｊ，ｊ＝１，２，３，… （１１）

其中ｓｊ是满足方程

Δ（ｓ）＝Ｇｓ－Ｒｓ－ｔａｎｓ＝０ （１２）

的有限正解，其中Ｒ是与质量有关的无量纲参数，
Ｇ是与能量有关的无量纲参数．图３（ａ）和图４（ａ）
分别给出系统能量误差和液面波动情况．由图 ３
（ａ）可以看到采用该方案系统能量误差波动稳定
并保持有界，量级保持在１０－６，足够小．由图４（ａ）
液面波动情况可以看到仿真结果出现多峰波，表现

出明显的非线性符合共振对液体波动的实际影响，

说明该方案是合理的．
再令液体静止，分别取容器初始速度 ｑ（０）＝

０．１２ｍ／ｓ，初始位移ｑ（０）＝０．０３ｍ．图２和图３中分
别给出了两种情况下能量随时间的波动情况及其

误差，图４给出了两种情况下随机捕捉的液面波动
情况，表１中分别列出各系统的能量标准误差（同
时给出 ｑ（０）＝０．１２ｍ／ｓ时利用 Ｅｕｌｅｒ格式计算的
能量标准误差作为对比）．

上述两种初始条件下，能量波动和液面波动都

表现出了一定的非线性，但 ｑ（０）＝０．０３ｍ时非线
性表现更为明显，说明在相同条件下，即使容器的

初始位移很小，系统也表现出明显的非线性．ｑ（０）
＝０．０３ｍ时虽然液面出现明显的非线性波动，能量
波动剧烈，但依然很快达到收敛，并且保持在有界

图２　能量Ｅｖ随时间ｔ的波动图

Ｆｉｇ．２　Ｅｎｅｒｇｙｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓ

图３　能量误差

Ｆｉｇ．３　Ｅｎｅｒｇｙｅｒｒｏｒ

０１３
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图４　随机捕捉的自由液面

Ｆｉｇ．４　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｐｒｏｆｉｌｅ

范围内，计算稳定性较好．两种初始条件下能量标
准误差均保持了足够小量级，保证了较高的精确

度，说明数值结果是稳定可靠的．由能量误差波动

曲线同样可以看出，计算很快达到稳定并能保持足

够小量级，ｑ（０）＝０．１２ｍ／ｓ时误差虽然出现了“漂

移”，但计算表明漂移量很小并没有发生数量级的

跳跃，计算结果是可靠的．表１能量标准误差再次

印证了以上得出的结论，对比表中数据可以看出，

相同条件下本文所采用的算法在精度上有显著提

高．

最后考虑给液面一个初始位移，液体静止，忽

略弹性力，来探究液体晃动是如何影响容器运动

的．取液面初始倾角θ０＝－０．５℃，规定逆时针旋转

为正，自由液面的初始位置为

ｈ（ａ，０）＝ｈ０＋（
Ｌ
２－ａ）ｔａｎθ０ （１３）

容器水平位移及其细节在图５中给出，能量波

动及其误差在图６和图７中给出，能量标准误差在
表１中列出．

表１　能量标准差表

Ｔａｂｌｅ１　Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｎｅｒｇｙ

ＳｔｏｒｍｅｒＶｅｒｌｅｔ　　ｓｃｈｅｍｅ Ｅｕｌｅｒｓｃｈｅｍｅ
Ｉｎｉｔｉａｌ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｑ（０）＝０．０３ｍｑ（０）＝０．１２ｍ／ｓθ０＝－０．５℃ ｑ（０）＝０．１２ｍ／ｓ

Ｓｔａｎｄａｒｄ
ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

３．３６ｅ－９ ９．５６ｅ－８ １．３７ｅ－８ １．９９ｅ－５

图５　容器的位移ｑ（ｔ）随时间ｔ的变化情况及０ｓ～５ｓ容器的

位移ｑ（ｔ）随时间ｔ的变化情况

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐｕｔｅｄｖｅｈｉｃｌｅｐｏｓｉｔｉｏｎｔｉｍｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｃｏｎｔａｉｎｅｒ

ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｕｒｖｅｓｉｎｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌｏｆ０ｓ～５ｓ

图６　能量Ｅｖ随时间ｔ的波动图

Ｆｉｇ．６　Ｅｎｅｒｇｙｔｉｍｅｃｕｒｖｅ

图７　能量误差

Ｆｉｇ．７　Ｅｎｅｒｇｙｅｒｒｏｒ

１１３
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当ｋ＝０ｋｇ／ｓ２时，积分ｑ（ｔ）表达式并代入初始

条件得到
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等式右端第一项是均匀位移，其中 ｑ（０）＝
０．０１ｍ／ｓ，这从图４中０ｓ～１００ｓ的宏观图像中容器

位移和时间基本呈线性关系得到表现，第二项令容

器位移产生波动，这是由于液体质心的晃动所导致

的，取一段短时间的位移进行观察，在图４中０ｓ～
５ｓ容器位移的微观图像中可以看出曲线有一定的

波动，说明液体晃动在系统运动过程中起到阻尼作

用．另外，结合图５图６与表１可以看出此时能量

出现不稳定波动，但依然保持有界，误差很快达到

稳定并在足够小范围内波动，并且能量标准误差足

够小，精度保持在１０－８量级，表明算例的计算结果

依然是可靠的．

３　结论

针对液体晃动问题，本文提出了基于浅水波理

论，结合ＳｔｏｒｍｅｒＶｅｒｌｅｔ算法模拟的方案．该方案采

用浅水波理论导出系统的控制方程，利用中心有限

差分进行空间离散结合 ＳｔｏｒｍｅｒＶｅｒｌｅｔ算法进行时

间离散，得到了精确稳定的数值离散方案，通过与

Ｅｕｌｅｒ格式对比，本文方法在计算效率相近的情况

下其精度显著提高，并能够快速收敛和保持较好的

稳定性．模拟结果表明，基于浅水波理论能有效地

解决液体晃动问题．

利用哈密顿体系表达系统控制方程，为一般的

导出简明有效的数值方案奠定了基础．首先利用共
振算例验证算法精度及方案有效性，然后对初始状

态分别取容器初始位移不为零和容器初始速度不

为零的两种情况进行了对比讨论，得出除共振频率

外，容器初始位移对液体非线性晃动的影响更为显

著，在工程应用中应该引起重视．然后探究了液体

晃动对刚性容器运动的影响，发现非共振情况一定

条件下由于液体质心的晃动，液体在系统运动过程

中能起到阻尼的作用．
本文模拟方案为进一步研究更为复杂工况条

件下充液系统响应以及液体晃动控制问题奠定了

基础．
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