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摘要　研究了具有驱动约束及非光滑滑移铰多体系统动力学方程的建模与数值计算方法．将驱动约束视为

非定常约束，非光滑滑移铰视为双边定常约束，滑移铰的摩擦模型采用库仑摩擦模型；应用第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ

方程建立系统的动力学方程，应用距离函数建立滑移铰的约束方程；将线性互补方法和Ｂａｕｍｇａｒｔｅ约束稳定

化方法引入，以解决滑移铰法向约束力的计算以及约束方程违约问题．最后应用曲柄摇杆机构作为算例，说

明该方法的有效性．
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引言

非光滑多体系统动力学是在光滑多体系统动

力学研究的基础上逐步发展起来的新的研究领域，

主要研究非光滑因素（如摩擦与碰撞）对多体系统

动力学行为的影响．如步行机器人在地面上行走、
航天器的空中对接、机械手抓取工件和具有非理想

约束铰链（考虑间隙与摩擦的滑移铰和转动铰）的

机械系统等都存在物体间的接触与分离、滑移与粘

滞等现象（称为非光滑事件）．由于这些非光滑事
件的存在，导致系统的动力学方程不连续或分段连

续，给非光滑事件的判断和动力学方程的求解带来

了新的困难．
上个世纪末，Ｐｆｅｉｆｆｅｒ研究了具有单边约束非光

滑多体系统动力学［１］，通过引入互补概念，有效地

解决了非光滑事件的判断；随着研究的不断深入，

逐步形成了事件驱动法和时间步进法［２］．段文杰应
用非光滑动力学的时间步进法研究了被动行走器

足地间的库伦摩擦系数和碰撞恢复系数对被动行

走器动力学行为的影响［３］．Ｆｌｏｒｅｓ研究了具有非理
想铰链多体系统的运动学与动力学问题［４］，研究了

铰链的间隙、摩擦和润滑剂等因素对多体系统动力

学行为的影响，数值结果表明，随着间隙的减小，由

于接触碰撞引起的法向约束力的突变也随之减小，

然而当采用时间步进法研究含非光滑铰链多体系

统动力学时，随着间隙的减小，违约问题将逐步凸

显［５］．文献［６］用非光滑多体系统动力学方法研究

了滑移铰含摩擦多体系统的建模与数值计算方法，

当滑移铰的间隙充分小时，将机械系统中滑移铰的

滑块视为质点，滑块与滑道间的几何约束视为定常

的双边约束，建立了双边约束法向力的互补关系，

应用水平线性互补［７］和事件驱动法给出了非光滑

事件判断的计算方法，应用 Ｂａｕｍｇａｒｔｅ约束稳定化

方法［８］在一定程度上解决了约束的违约问题．若能

将文献［６］的方法推广到非定常约束（如驱动约

束）的多体系统，且滑移铰的滑道不是固定的而是

运动的（如曲柄摇杆机构中的摇杆），则可使非光

滑多体系统动力学方法的应用领域更加广泛．

本文将研究具有非定常约束（驱动约束）及滑

移铰含摩擦的非光滑多体系统动力学的建模方法

与数值计算方法，应用库仑干摩擦模型作为滑移铰

间的摩擦模型，应用线性互补方法建立滑移铰法向

约束力的互补关系，将约束分为几何的定常约束

（滑移铰约束）和非定常约束（驱动约束），应用具

有约束稳定化的增广法和事件驱动法建立该系统

的动力学方程，最后通过算例说明本文给出方法的

有效性．
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１　非光滑滑移铰力学模型

１．１　滑移铰几何约束模型
滑移铰是机械系统中常见的运动副．在有些机

构中，当间隙充分小时，滑移铰被视为双边约束且

其中的滑块被视为质点［６］，此时滑移铰的力学模型

如图１所示，其中 λ＋Ｎｉ，λ
－
Ｎｉ是滑道两侧分别作用在

滑块上的法向约束力．设系统中的第 ｉ个滑移铰的
约束方程为

φｉ（ｑ）＝０，　（ｉ＝１，…，ｎ） （１）

式中，ｑ＝［ｑ１，…，ｑｋ］为系统的广义坐标，ｎ为滑移

铰的个数．若用递推法［９］或用距离函数列写滑移铰

的约束方程，则约束方程（１）对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子
为滑道作用在滑块ｉ上的法向约束力．

图１　滑移铰模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌｊｏｉｎｔｓ

当λＮｉ＝０时，滑道与滑块无接触，如图１（ａ）所

示；当λＮｉ＞０时，滑道的一侧与滑块接触，如图 １

（ｂ）所示；当λＮｉ＜０时，滑道的另一侧与滑块接触，

如图１（ｃ）所示．滑道作用于滑块上的两个法向约

束力λ＋Ｎｉ，λ
－
Ｎｉ与Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子λＮｉ具有下列关系

［６］

λ＋Ｎｉ＝
１
２（｜λＮｉ｜＋λＮｉ）

λ－Ｎｉ＝
１
２（｜λＮｉ｜－λＮｉ

{ ）

　（ｉ＝１，…，ｎ） （２）

且满足下列互补条件

λ＋Ｎｉ≥０，λ
－
Ｎｉ≥０，λ

＋
Ｎｉ·λ

－
Ｎｉ＝０，（ｉ＝１，…，ｎ）

设

λ＋Ｎ ＝［λ
＋
Ｎ１，…，λ

＋
Ｎｎ］

Ｔ，

λ－Ｎ ＝［λ
－
Ｎ１，…，λ

－
Ｎｎ］

Ｔ，

λＮ＝［λＮ１，…，λＮｎ］
Ｔ，

λＮ ＝［｜λＮ１｜，…，｜λＮｎ｜］
Ｔ．

则由式（２）可得

λＮ ＝λ
＋
Ｎ ＋λ

－
Ｎ

λＮ＝λ
＋
Ｎ －λ

－{
Ｎ

（３）

１．２　滑移铰摩擦模型

机械系统中常用的摩擦模型有多种［１０］，其中

库仑摩擦模型又可分为库仑干摩擦模型和修正的

库仑摩擦模型［４］，前者是相对速度的非连续函数

（给数值计算带来一定的困难），后者是相对速度

的连续函数（不易反映库仑摩擦的静动态特

性）［６］．本文将采用库仑干摩擦模型作为滑移铰的
摩擦模型．

应用非光滑动力学方法，库仑干摩擦模型可表

示为

Ｆｆｉ＝
－μｉ｜λＮｉ｜ｓｇｎ（ｖｒ）　ｖｒ≠０

－μ０ｉ｜λＮｉ｜Ｓｇｎ（ｖｒ）　ｖｒ＝{ ０
（４）

式中，Ｆｆｉ为滑道作用在滑块上的摩擦力在切向上的
投影；μｉ，μ０ｉ分别为滑道与滑块间的动、静摩擦因
数；｜λＮｉ｜为作用于滑块上法向约束力的大小；Ｓｇｎ
（）为符号函数；ｖｒｉ，ｖｒｉ分别为滑块相对滑道的相对
速度和相对切向加速度；Ｓｇｎ（）为集值函数［１１，１２］，

可表示为

Ｓｇｎ（ｖｒ）＝

＋１ ｖｒ＞０

［－１，＋１］ ｖｒ＝０

－１ ｖｒ＞
{

０

（５）

由式（４）和式（５），可以看出，当滑块的相对速度和
相对切向加速度均为零时，摩擦力的取值是一个范

围，即当滑道内的滑块处于粘滞状态时，摩擦力的

取值在该范围内．

２　非光滑动力学方程

２．１　多体系统动力学方程
第一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程是建立多体系统动力学

方程的有效方法之一．设滑移铰的约束方程由方程
（１）表示，将其用向量形式表示为

Φ（ｑ）＝０ （６）
式中，Φ＝［φ１，…，φｎ］

Ｔ．设系统的驱动约束方程
为

珘φｊ（ｑ，ｔ）＝０，　（ｊ＝１，…，珘ｎ）
式中，珘ｎ为驱动约束的个数．将上式写成向量形式

珘φ（ｑ，ｔ）＝０ （７）
则由第一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程可得到系统的动力学方
程为

ｄ
ｄｔ
Ｔ
( )ｑ －Ｔｑ＝Ｑ＋ΦＴｑλＮ＋珦ΦＴｑ珘λ＋Ｑｆ

Φ（ｑ）＝０
珦Φ（ｑ，ｔ）＝










０

（８）

６３３
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式中，Ｔ为系统的动能，Ｑ为主动力的广义力，ΦＴｑ，
珦ΦＴｑ分别为约束方程（６）和（７）的雅克比矩阵，λＮ，珘λ
为Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，分别代表滑移铰的法向约束力和
驱动约束的约束力（或力偶），Ｑｆ为作用于滑块上
的摩擦力的广义力．由式（４）可知，滑移铰摩擦力
的广义力可表示成

Ｑｆ＝ＰλＮ （９）
式中，Ｐ中各元素为系统广义坐标及其对时间一阶
和二阶导数的函数，λＮ ＝［｜λＮ１｜，…，｜λＮｎ｜］

Ｔ．
将式（９）代入式（８），并应用Ｂａｕｍｇａｒｔｅ约束稳

定化方法，方程（８）可表示为
Ｍｑ̈＝ｈ＋Ｑ＋ΦＴｑλＮ＋珦Φ

Ｔ
ｑ珘λ＋ＰλＮ （１０）

Φｑｑ̈＋Φ
·

ｑｑ＋αΦ
· ＋βΦ＝０ （１１）

珦Φｑｑ̈＋珦Φ
·

ｑｑ＋珦Φ
·

ｔ＋α珦Φ
·

＋β珦Φ＝０ （１２）
式中，

Φ
·

ｑ＝
ｄ
ｄｔ（Φｑ），

珦Φ
·

ｑ＝
ｄ
ｄｔ（
珦Φｑ），

Φ
·

＝ｄｄｔ（Φ），
珦Φ
·

ｑ＝
ｄ
ｄｔ（
珦Φ）

ｈ为式ｄｄｔ
Ｔ
( )ｑ －Ｔｑ中除去Ｍｑ̈的其余各项．

方程（１０）～（１２）为具有约束稳定化的动力学
方程．当系统是光滑时，Ｐ＝０，方程组（１０）～（１２）
是关于 ｑ̈，λＮ，珘λ的线性代数方程组，可用相关的数

值计算方法求解，但是对于非光滑系统，Ｐ≠０，λＮ
中含有｜λＮｉ｜（ｉ＝１，…，ｎ），则该方程组不是关于
ｑ̈，λＮ，珘λ的线性代数方程组，不能用线性代数方程
组的数值计算方法求解．
２．２　线性互补算法

利用式（３），可将方程组（１０）～（１２）表示成线
性互补方程．为便于推导，将方程（１０）～（１２）表示
成

ｑ̈＝Ｂ＋Ｍ－１ΦＴｑλＮ＋Ｍ
－１珦ΦＴｑ珘λ＋Ｍ

－１ＰλＮ （１３）

Φｑｑ̈＝Ｃ （１４）
珦Φｑｑ̈＝Ｄ （１５）

式中，

Ｂ＝Ｍ－１（ｈ＋Ｑ），

Ｃ＝－Φ
·

ｑｑ－αΦ
·

－βΦ，

Ｄ＝－珦Φ
·

ｑｑ－珦Φ
·

ｔ－α珦Φ
·

－β珦Φ
将（１３）式代入（１５）式，可求得

珘λ＝Ｇ－ＷλＮ－ＷλＮ （１６）

式中，

Ｇ＝（珦ΦｑＭ
－１珦ΦＴｑ）

－１（Ｄ－珦ΦｑＢ），

Ｗ＝（珦ΦｑＭ
－１珦ΦＴｑ）

－１珦ΦｑＭ
－１ΦＴｑ

Ｗ ＝（珦ΦｑＭ
－１珦ΦＴｑ）

－１珦ΦｑＭ
－１Ｐ

将式（１６）代入（１３）得
ｑ̈＝Ｂ＋Ｍ－１珦ΦＴｑＧ＋Ｍ

－１（ΦＴｑ－珦Φ
Ｔ
ｑＷ）λＮ＋

　Ｍ－１（Ｐ－珦ΦＴｑＷ）λＮ
将上式代入式（１４）得

ΦｑＢ＋ΦｑＭ
－１珦ΦＴｑＧ＋ΦｑＭ

－１（ΦＴｑ－

　珦ΦＴｑＷ）λＮ＋ΦｑＭ
－１（Ｐ－

　珦ΦＴｑＷ）λＮ ＝Ｃ
再将上式表示为

ＳλＮ＋ＳλＮ ＝ｂ （１７）
式中，

Ｓ＝ΦｑＭ
－１（ΦＴｑ－珦Φ

Ｔ
ｑＷ），

Ｓ ＝ΦｑＭ
－１（Ｐ－珦ΦＴｑＷ），

ｂ＝Ｃ－ΦｑＢ－ΦｑＭ
－１珦ΦＴｑＧ

将式（３）代入式（１７）可得
Ｓ（λ＋Ｎ －λ

－
Ｎ）＋Ｓ（λ

＋
Ｎ ＋λ

－
Ｎ）＝ｂ

将上式表示成

ＡλＮ ＝Ａλ
－
Ｎ ＋ｂ （１８）

且

λ＋Ｎ≥０，λ
－
Ｎ≥０，（λ

＋
Ｎ）

Ｔλ－Ｎ ＝０ （１９）
式中，

Ａ ＝Ｓ＋Ｓ，Ａ＝Ｓ－Ｓ

式（１８）和式（１９）为标准的水平线性互补问题
（ＨＬＣＰ）［６］，应用线性互补的计算方法可求出 λ＋Ｎ，

λ－Ｎ；然后将其代入式（３）可得到 λＮ，λＮ；再将其代
入式（１６），则可求出驱动约束力（或力偶）珘λ．将相
关的约束力代入方程（１０），应用常微分方程的数
值计算方法即可求出该系统的运动特性．

３　算例

３．１　力学模型
本文以曲柄摇杆机构为例，如图２所示，其中

摇杆ＯＡ和曲柄 Ｏ１Ｂ均视为刚体，滑块 Ｂ视为质
点．

该系统参数分别为：摇杆对 Ｏ轴的转动惯量
为Ｊ１＝１６／３ｋｇ·ｍ

２，质量为 ｍ１＝４．０ｋｇ，其质心到
Ｏ轴的距离为Ｌ１＝１．０ｍ；曲柄对 Ｏ１轴的转动惯量

为Ｊ２＝１／６ｋｇ·ｍ
２，质量为ｍ２＝２．０ｋｇ，其质心到Ｏ１

７３３
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轴的距离为Ｌ２＝０．２５ｍ；滑块的质量为ｍ３＝０．５ｋｇ，
到Ｏ１轴的距离为 Ｌ３＝０．５ｍ；Ｏ轴到 Ｏ１轴的距离
为Ｌ４＝１．０ｍ；滑块与滑道间的动滑动摩擦因数为μ
＝０．２；曲柄的角速度ω＝３．０ｒａｄ／ｓ．

图２　曲柄－摇杆机构

Ｆｉｇ．２　Ｃｒａｎｋ－ｒｏｃｋｅｒｍｅｃｈａｎｉｓｍ

系统的广义坐标为 ｑ＝［θ１，θ２］
Ｔ，分别为摇杆

和曲柄与铅垂轴 ｙ的夹角；γ＝θ２－θ１为摇杆与曲
柄间的夹角．设滑移铰Ｂ的约束方程和曲柄的驱动
约束方程分别为

φ１＝Ｌ４ｓｉｎθ１－Ｌ３ｓｉｎ（θ２－θ１）＝０ （２０）
珘φ１＝θ２－ωｔ＝０ （２１）
由于该系统在运动过程中，滑块相对摇杆无相

对静止状态（当滑块的相对速度为零时，其相对加

速度不为零），因此滑块相对滑道无粘滞状态，则摩

擦力的广义力可表示为

Ｑｆθ１＝０

Ｑｆθ２＝－Ｌ３｜λ｜μｓｇｎ（ｖｒ）ｓｉｎ
{ γ

（２２）

式中，ｖｒ为滑块相对摇杆的相对速度．
设摇杆在运动过程中受到线性阻力矩的作用

（Ｍｆ＝－ｃθ
·

１），其中为阻尼系数．当约束方程约束
的是线位移时，对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子是约束力，当
约束方程约束的是角位移时，对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子
为约束力偶矩．
３．２　数值分析

根据约束方程（２０）和驱动约束方程（２１）可
知，曲柄匀角速度转动，摇杆往复摆动．应用本文给
出的计算方法对该系统进行数值仿真，图３给出了

摇杆的角速度 θ
·

１（实线）和曲柄的角速度 θ
·

２（虚

线）的时间历程．图４给出了摇杆的角加速度θ¨１与
曲柄转角θ２的对应关系，从图中可以看出，当θ２＝

０ｒａｄ或θ２＝πｒａｄ时，摇杆的角加速度为零（这与定
性分析的结果相吻合）．

图３　θ
·

１和 θ
·

２的时间历程图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆθ
·

１ａｎｄθ
·

２

图４　摇杆ＯＡ的角加速度图

Ｆｉｇ．４　ＡｎｇｕｌａｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｒｏｃｋｅｒＯＡ

图５给出了当摇杆的阻尼系数为零时，曲柄的
驱动力偶矩珘λ（粗实线，顺时针为正）、滑道的约束
力λＮ（虚线，滑块与滑道右侧接触为正）和摩擦力
在滑道上的投影 Ｆｆ（细实线，摩擦力指向 Ａ为正）
与广义坐标 θ２的对应关系．当 θ２＝０ｒａｄ或 θ２＝

πｒａｄ时，此时θ１＝０°，θ
¨
１＝０．０ｒａｄ／ｓ

２，则珘λ、λＮ和Ｆｆ
的值均为零（与定性分析结果相吻合）．

图５　珘λλＮ和Ｆｆ图（无阻尼）

Ｆｉｇ．５　珘λλＮａｎｄＦｆｗｉｔｈｃ＝０

图６给出了当摇杆的阻尼系数不为零时（即：ｃ

８３３
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＝８．０Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ），作用于滑块上的摩擦力Ｆｆ与
广义坐标 θ２的对应关系．当 θ２＝０ｒａｄ或 θ２＝πｒａｄ

时，有θ１＝０°，θ
¨
１＝０．０ｒａｄ／ｓ

２，λＮ≠０且滑块相对速
度的方向发生改变，导致Ｆｆ的值发生突变．

图６　Ｆｆ～θ２（ｃ＝８．０Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ）

Ｆｉｇ．６　Ｆｆ～θ２（ｃ＝８．０Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ）

上述仿真结果与用牛顿 －欧拉方法建立的动
力学方程求得的数值结果完全吻合．

在本算例中，若 α＞１．０，β＞１．０，在数值计算
时，设计算步长为ｈ，当计算步长满足０＜ｈ≤０．００１

时，约束方程满足 φ２１＋珘φ槡
２
１３．０×ｈ．若 α＝０，β＝

０，ｈ＝０．００１，约束方程不能被满足，其计算结果发
散．

４　结论

本文研究了非光滑滑移铰平面多刚体系统驱

动力的数值计算方法．应用第一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建
立了该系统的动力学方程，将滑移铰视为双边约

束，分别建立驱动约束方程和滑移铰的运动约束方

程，与驱动约束方程对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子为驱动力
或驱动力偶矩，与滑移铰的运动约束方程对应的

Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子为作用在滑移铰的法向约束力；滑移
铰的摩擦模型采用库仑摩擦模型，为便于计算摩擦

力的广义力，建立了滑移铰法向约束力的互补关

系，将其法向约束力的计算转化为线性互补方程的

求解；结合Ｂａｕｍｇａｒｔｅ约束稳定化方法和常微分数
值计算方法，给出了该系统驱动力及系统动力学响

应的数值计算方法．最后以曲柄 －摇杆机构为例，
通过数值仿真说明了本文给出方法的有效性．
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