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三种耦合 ＲＬＣ电路的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数

丁光涛

（安徽师范大学物理与电子信息学院，芜湖　２４１０００）

摘要　利用Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题理论和方法，构造电感、电容和电阻三种耦合 ＲＬＣ电路的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和

Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．
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引言

分析力学的发展使力学理论和方法可以推广

应用于其它学科领域，例如，Ｌａｇｒａｎｇｅ方程就成功
地应用于电路系统和机电耦合系统，但是由于传统

的Ｌａｇｒａｎｇｅ力学基本上局限于处理保守系统，故长
期以来电路的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数也只处理电感和电容
线路，当涉及电阻等耗散因素时就引入耗散函

数［１－５］，这种处理方法使Ｌａｇｒａｎｇｅ方程的某些优势
失去，也给系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ化增加困难．然而，电路
系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ化日益成为重要的课题，这是因为
微电子学的发展使电子器件的尺度越来越小，电子

电路的集成度越来越高，器件和电路的量子效应日

益明显，因此介观电路的量子化问题研究提上了重

要日程，而按照系统量化子的正常程序，应当先导

出系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．讨论介观
电路的量子效应已得到了很多成果，但是相关的研

究主要讨论的是单回路电路的量子化问题，对耦合

电路量子化问题的讨论则少见于文献［６－９］，因
此，应当研究如何构造出耦合ＲＬＣ电路的Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数和Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数问题．分析力学中变分法逆问
题研究的进展使得很多耗散系统可以纳入 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ系统，即能够构造出这些耗散系统的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数，并且能够进一步构造 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函
数［１０－１５］，这些耗散系统就包括通常的 ＲＬＣ电路．
本文利用变分法逆问题的理论和方法，给出一种构

造出ＲＬＣ单回路电路的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
函数的具体方法和程序，然后在此基础上，分别导

出以电感，电容和电阻三种方式耦合的两个全同

ＲＬＣ回路系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．

１　单回路 ＲＬＣ电路的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和
Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数

由电感Ｌ电容Ｃ和电阻Ｒ组成电路（图１），电
荷在其中运动，取电容上电量 ｑ为变量，系统的运
动微分方程为

图１　ＲＬＣ回路

Ｆｉｇ．１　ＲＬＣｃｉｒｃｕｉｔ

Ｌ̈ｑ＋Ｒｑ＋１Ｃｑ＝０ （１）

引入如下参数

Ｒ
Ｌ＝２β （２）

１
ＬＣ＝ω

２ （３）

方程（１）改写成为
ｑ̈＋２βｑ＋ω２ｑ＝０ （４）

下面只讨论ω２大于β２这一种情况．
根据变分法逆问题理论，方程（１）或（４）不是
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自伴随的，不能直接表示成 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程形式［１０］，

我们利用变量变换可以将方程（４）变换成自伴随
的，再求得Ｌａｇｒａｎｇｅ函数［１５］．作变量变换

ｘ＝ｑｅ２βｔ， （５）
则方程（４）变换成自伴随形式的方程

（̈ｘ－２βｘ＋ω２ｘ）ｅ－２βｔ＝０ （６）
根据Ｅｎｇｅｌｓ第一方法［１０，１１］，直接计算得到方程（６）
的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

Ｌ＝１２ｅ
－２βｔ（ｘ２－ω２ｘ２） （７）

本文用Ｌ，Ｌ等表示Ｌａｇｒａｎｇｅ函数以区别于电感．
利用变换（５），还原为原始变量ｑ，得到

Ｌ′＝１２ｅ
２βｔ（ｑ２＋４βｑｑ＋４β２ｑ２－ω２ｑ２）

再利用Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的规范变换化简上述函
数，得到

Ｌ ＝Ｌ′＋ｄｄｔ（－２βｅ
２βｔｑ２）＝１２ｅ

２βｔ（ｑ２－ω２ｑ２）

（８）
这是方程（４）的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．考虑到实际的 ＲＬＣ
电路的物理意义，上述函数应当用电路的物理参数

写成

Ｌ＝１２（Ｌｑ
２－１Ｃｑ

２）ｅｘｐ（ＲｔＬ） （９）

进一步利用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换得到对应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函
数．定义广义动量

ｐ＝Ｌｑｅｘｐ（ＲｔＬ） （１０）

则Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈ＝ｐ
２

２Ｌｅｘｐ（－
Ｒｔ
Ｌ）＋

ｑ２
２Ｃｅｘｐ（

Ｒｔ
Ｌ） （１１）

式（９）Ｌ和式（１１）Ｈ就是单回路 ＲＬＣ电路的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数和Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．

２　三种耦合电路的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和 Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ函数

研究两个全同回路的耦合系统的分析力学化

问题，设回路的耦合方式有三种：电感耦合（图２），
电容耦合（图３）和电阻耦合（图４）．
１）电感耦合电路（图２）．两个 ＲＬＣ回路通过

互感Ｍ耦合，设两个电容上的电量分别为ｑ１和ｑ２，
则电路的微分方程为别为 ｑ１和 ｑ２，则电路的微分
方程为

图２　电感耦合ＲＬ回路

Ｆｉｇ．２　ＩｎｄｕｃｔｉｖｅｌｙｃｏｕｐｌｅｄＲＬＣｃｉｒｃｕｉｔ

Ｌ̈ｑ１＋Ｍｑ̈２＋Ｒｑ１＋
１
Ｃｑ１＝０，

Ｌ̈ｑ２＋Ｍｑ̈１＋Ｒｑ２＋
１
Ｃｑ２＝０． （１２）

为了解除耦合，引入新变量

Ｑ１＝槡
２
２（ｑ１＋ｑ２）

Ｑ２＝槡
２
２（ｑ１－ｑ２） （１３）

方程（１２）变换为
Ｑ¨１＋２β１Ｑ

·

１＋ω
２
１Ｑ１＝０，

Ｑ¨２＋２β２Ｑ
·

２＋ω
２
２Ｑ２＝０ （１４）

式中

β１＝Ｒ／２（Ｌ＋Ｍ），β２＝Ｒ／２（Ｌ－Ｍ）；

ω２１＝１／Ｃ（Ｌ＋Ｍ），ω
２
２＝１／Ｃ（Ｌ－Ｍ）． （１５）

显然，方程组（１４）中两个方程与方程（４）形式完全
相同，通过类似于上述单回路的方法步骤，可以得

到方程（１４）的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌｌ＝
１
２ｅ

２β１ｔ（Ｑ·２１－ω
２
１Ｑ
２
１）＋

　１２ｅ
２β２ｔ（Ｑ·２２－ω

２
２Ｑ
２
２） （１６）

将变换式（１３）代人上式，得到变量ｑ１和 ｑ２表示的
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌｌ ＝
１
２ｅ

２β１ｔ［（ｑ１＋ｑ２）
２－ω２１（ｑ１＋ｑ２）

２］＋

　１４ｅ
２β２ｔ［（ｑ１－ｑ２）

２－ω２１（ｑ１－ｑ２）
２］ （１７）

用电路物理参数表示，得到电感耦合电路的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌｌ＝
１
４［（Ｌ＋Ｍ）（ｑ１＋ｑ２）

２－１Ｃ（ｑ１

　＋ｑ２）
２］ｅ

Ｒｔ
Ｌ＋Ｍ ＋１４［（Ｌ－Ｍ）（ｑ１－ｑ２）

２－

　１Ｃ（ｑ１－ｑ２）
２］ｅ

Ｒｔ
Ｌ－Ｍ （１８）

５０３
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ｐｌ１＝
１
２（Ｌ＋Ｍ）（ｑ１＋ｑ２）ｅ

Ｒｔ
Ｌ＋Ｍ ＋

　１２（Ｌ－Ｍ）（ｑ１－ｑ２）ｅ
Ｒｔ
Ｌ＋Ｍ

ｐｌ２＝
１
２（Ｌ＋Ｍ）（ｑ１＋ｑ２）ｅ

Ｒｔ
Ｌ＋Ｍ －

　１２（Ｌ－Ｍ）（ｑ１－ｑ２）ｅ
Ｒｔ
Ｌ＋Ｍ （１９）

导出对应的电感耦合电路的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈｌ＝
１
４［
（ｐｌ１＋ｐｌ２）

２

Ｌ＋Ｍ ｅ－
Ｒｔ
Ｌ＋Ｍ ＋

　
（ｐｌ１－ｐｌ２）

２

Ｌ－Ｍ ｅ－
Ｒｔ
Ｌ－Ｍ ＋

　
（ｑ１＋ｑ２）

２

Ｃ ｅ
Ｒｔ
Ｌ＋Ｍ ＋

（ｑ１－ｑ２）
２

Ｃ ｅ
Ｒｔ
Ｌ－Ｍ］ （２０）

２）电容耦合电路（图３）．两个 ＲＬＣ回路通过
电容Ｃ０耦合，设两个回路的电容上的电量分别为
ｑ１和ｑ２，则电路的微分方程为

Ｌ̈ｑ１＋Ｒｑ１＋（
１
Ｃ＋

１
Ｃ０
）ｑ１＋

１
Ｃ０
ｑ２＝０，

Ｌ̈ｑ２＋Ｒｑ２＋
１
Ｃ０
ｑ１＋（

１
Ｃ＋

１
Ｃ０
）ｑ２＝０； （２１）

根据式（１３）引入新变量，方程（２１）变换成下
列分离变量形式

图３　电容耦合ＲＬＣ回路

Ｆｉｇ．３　ＣａｐａｃｉｔｉｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇＲＬＣｃｉｒｃｕｉｔ

Ｑ¨１＋２βＱ
·

１＋ω
２
１Ｑ１＝０，

Ｑ¨２＋２βＱ
·

２＋ω
２
２Ｑ２＝０ （２２）

式中 ，

β＝Ｒ／２Ｌ （２３）

ω２１＝
２Ｃ＋Ｃ０
ＬＣＣ０

，

ω２２＝
１
ＬＣ （２４）

再次利用类似单回路的方法，容易得到方程（２２）
的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌｃ＝
１
２ｅ

２βｔ（Ｑ·２１＋Ｑ
·２
２－ω

２
１Ｑ
２
２－ω

２
２Ｑ
２
２） （２５）

用变量ｑ１，ｑ２表示，则Ｌａｇｒａｎｇｅ函数写成

Ｌｃ ＝
１
２ｅ

２βｔ（ｑ２１＋ｑ
２
２－ω

２（ｑ２１＋ｑ
２
２）－２ω

２
０ｑ１ｑ２）

（２６）
式中ω２＝（Ｃ＋Ｃ０）／ＬＣＣ０，ω

２
０＝１／ＬＣ０．

用电路物理参数表示，电容耦合电路的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌｃ＝
１
２［Ｌ（ｑ

２
１＋ｑ

２
２）－（

１
Ｃ＋

１
Ｃ０
）（ｑ２１＋ｑ

２
２）－

　２Ｃ０
ｑ１ｑ２］ｅ

Ｒｔ
Ｌ （２７）

定义广义动量

ｐｃ１＝Ｌｑ１ｅ
Ｒｔ
Ｌ，

ｐｃ２＝Ｌｑ２ｅ
Ｒｔ
Ｌ （２８）

则电容耦合回路的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈｃ＝
１
２Ｌ（ｐ

２
ｃ１＋ｐ

２
ｃ２）ｅ

－ＲｔＬ＋１２［（
１
Ｃ＋

１
Ｃ０
）（ｑ２１＋

　ｑ２２）＋
２
Ｃ０
ｑ１ｑ２］ｅ

Ｒｔ
Ｌ （２９）

３）电阻耦合电路（图４）．两个 ＲＬＣ回路通过
电阻Ｒ０耦合，设两个回路的电容上的电量分别为
ｑ１和ｑ２，则电路的微分方程为

Ｌ̈ｑ１＋（Ｒ＋Ｒ０）ｑ１＋Ｒ０ｑ２＋
１
Ｃｑ１＝０，

Ｌ̈ｑ２＋Ｒ０ｑ１＋（Ｒ＋Ｒ０）ｑ２＋
１
Ｃｑ２＝０； （３０）

根据式（１３）引入新变量，方程（３０）变换成下列分
离变量形式

Ｑ¨１＋２β′Ｑ
·

１＋ω
２Ｑ１＝０，

Ｑ¨２＋２β′Ｑ
·

２＋ω
２Ｑ２＝０； （３１）

式中

β′＝（Ｒ＋２Ｒ０）／２Ｌ，

β＂＝Ｒ／２Ｌ （３２）

ω２＝１／ＬＣ （３３）

图４　电阻耦合ＲＬＣ回路

Ｆｉｇ．４　ＲｅｓｉｓｔａｎｃｅｃｏｕｐｌｅｄＲＬＣｃｉｒｃｕｉｔ

方程（３１）对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

６０３
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Ｌｒ＝
１
２ｅ

２β′ｔ（Ｑ·２１－ω
２Ｑ２１）＋

１
２ｅ

２β＂ｔ（Ｑ·２２－ω
２Ｑ２２）

（３４）
用变量ｑ１，ｑ２表示，则Ｌａｇｒａｎｇｅ函数写成

Ｌｒ ＝
１
４ｅ

２β′ｔ［（ｑ１＋ｑ２）
２－ω２（ｑ１＋ｑ２）

２］＋

　１４ｅ
２β＂ｔ［（ｑ１－ｑ２）

２－ω２（ｑ１－ｑ２）
２］ （３５）

用电路物理参数表示，电阻耦合电路的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌｒ＝
１
４［Ｌ（ｑ１＋ｑ２）

２－１Ｃ（ｑ１＋ｑ２）
２］ｅ

Ｒ＋２Ｒ０
Ｌ ｔ＋

　１４［Ｌ（ｑ１－ｑ２）
２－１Ｃ（ｑ１－ｑ２）

２］ｅ
Ｒｔ
Ｌ （３６）

定义广义动量

ｐｒ１＝
１
２Ｌ（ｑ１＋ｑ２）ｅ

Ｒ＋２Ｒ０
Ｌ ｔ＋１２Ｌ（ｑ１－ｑ２）ｅ

Ｒｔ
Ｌ

ｐｒ２＝
１
２Ｌ（ｑ１＋ｑ２）ｅ

Ｒ＋２Ｒ０
Ｌ ｔ－１２Ｌ（ｑ１－ｑ２）ｅ

Ｒｔ
Ｌ （３７）

则电阻耦合回路的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈｒ＝
１
４Ｌ［（ｐｒ１＋ｐｒ２）

２ｅ－
Ｒ＋２Ｒ０
Ｌ ｔ＋（ｐｒ１－

　ｐｒ２）
２ｅ－

Ｒｔ
Ｌ］＋１４Ｃ［（ｑ１＋ｑ２）

２ｅ
Ｒ＋２Ｒ０
Ｌ ｔ＋

　（ｑ１－ｑ２）
２ｅ
Ｒｔ
Ｌ］ （３８）

３　结论

本文首先根据变分法逆问题理论和方法，利用

变量变换和规范变换构造了单回路 ＲＬＣ电路系统
的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数；然后，讨论由两
个全同的ＲＬＣ回路构成的电感、电容和电阻三种
耦合系统，在解除电路微分方程中耦合项以后，再

根据讨论单回路电路的方法和结果，分别构造出这

三种耦合回路的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．值
得指出的是，所得的函数形式是二次型，这是分析

力学中一类重要的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数
形式，也是便于讨论系统量子化问题的形式．解决
了ＲＬＣ电路系统Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的
构造问题，不仅有利于用分析力学理论和方法研究

经典耦合电路，而且为进一步讨论介观耦合 ＲＬＣ
电路的量子力学问题打下了基础．
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