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摘要　熵在描述随机系统的演变、不稳定性、无序性或混乱程度以及信息传递方面起着重要的作用．本文对

非高斯噪声驱动的一类耗散动力系统的信息熵演化进行了研究，文中通过线性变换的方法简化了所研究系

统的ＦＰＫ方程，然后根据Ｓｈａｎｎｏｎ信息熵定义推导出了该耗散动力系统随时间演化信息熵的精确表达式，

最后分析了非高斯噪声和系统耗散参数对系统信息熵的影响．

关键词　信息熵，　非高斯噪声，　耗散动力系统，　ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０８４

引言

熵的概念是针对孤立系统准静态自然演变的

定量描述而引入的，它在描述随机系统的演变、不

稳定性、无序性或混乱程度以及信息传递方面起着

重要的作用．１９４８年，Ｓｈａｎｎｏｎ［１－２］将物理学中的数
学统计方法移植到通信领域提出了信息熵的概念．
信息熵的提出使熵的应用范围也有了迅速而广泛

的发展，已经远远超出了热力学和统计物理学的范

畴，熵在数学、化学、宇宙学、生物学、信息论、控制

论、经济学、社会学及各种工程科学等领域中发挥

出越来越重要的作用．人们可借助对宏观系统熵的
研究来更好的了解系统的微观变化状态．

实际上，无论从信息传递的角度还是从动力学

系统有序度和无序度的角度来看，信息和信息熵总

是随时空过程变化的［３－４］．熵作为表征不可逆过程
自发趋势的限度，表现为在一定条件下具有某种极

值性质．从动力系统的角度看，信息熵的动态性是
客观的，非平衡信息熵随时间的演化规律及噪声性

质对其影响的研究备受关注［３－１５］．Ｄ．Ｄａｅｍｓ和Ｇ．
Ｎｉｃｏｌｉｓ［５］研究了高斯白噪声驱动的动力学系统中
信息熵产生与相空间体积收缩的关系．Ｂａｇ等［６－１１］

探讨了高斯色噪声或关联高斯白噪声驱动的动力

学系统中噪声性质及系统的耗散参数对 Ｓｈａｎｎｏｎ
信息熵流、熵产生和熵变化率上界的影响，并考虑

了经变换后 ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ（ＦＰＫ）方程可精确求解
的几类典型动力学系统，得到了 Ｓｈａｎｎｏｎ信息熵
流、熵产生和熵变上界随时间演化的精确表达式．
文献［１２－１４］对准单色噪声及色噪声驱动的一类动力

系统的信息熵演化、熵流与熵产生和熵变化率上界

等现象进行了相关探讨．
由于噪声的性质对系统的信息熵演化、熵流与

熵产生以及熵变化率上界有着显著的影响，因此研

究由不同性质的噪声对其所驱动的动力系统的影

响有着十分重要的意义．然而，在上述的研究中人
们主要考虑的是高斯噪声，非高斯噪声所驱动的动

力系统的信息熵演化现象值得进一步研究．文献
［１５－２１］分别对非高斯噪声驱动的动力系统的熵
流与熵产生、稳态概率密度、随机共振等相关问题

进行了探讨．那么非高斯噪声对其所驱动的耗散动
力系统信息熵演化的影响将会是怎样的呢？本文

将在已有的研究基础上对这一问题进行探讨．

１　非高斯噪声驱动的随机耗散动力系统

考虑下述非高斯噪声驱动的随机耗散动力学

系统，其Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程为［１５］：

Ｘ＝－γＸ＋η， （１）

η＝－１τ
ｄ
ｄη
Ｖｑ（η）＋

１
τξ
， （２）

这里，η为非高斯噪声，ξ为高斯白噪声，其统计性
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质为

〈ξ( )ｔ〉＝０，

〈ξ( )ｔξｔ( )′〉＝２Ｄδｔ－ｔ( )′．
（３）

并且，

Ｖｑ( )η ＝ Ｄ
τｑ－( )１ｌｎ１＋

τ
Ｄ ｑ－( )１η

２

[ ]２ ． （４）

其中，参数ｑ表示η偏离高斯分布的程度．
根据文献［１６－２１］可知方程（２）式的稳态概

率密度为

Ｐｓｔｑ（η）＝
１
Ｚｑ

１＋τＤ ｑ－( )１η
２

[ ]２
－１／ ｑ－( )１

， （５）

其中，Ｚｑ是归一化常数，ｑ＜
５
３时其一阶矩和二阶

矩为

〈η〉＝０，〈η２〉＝ ２Ｄ
τ５－３( )ｑ． （６）

当 ｑ－１１时，由路径积分近似［１６－２１］，可得

１
τ
ｄ
ｄη
Ｖｑ( )η ＝ητ

１＋τＤ ｑ－( )１η
２

[ ]２
－１

　　≈ητ
１＋τＤ ｑ－( )１〈η

２〉[ ]２
－１

＝η
τｅｆｆ
， （７）

这里，τｅｆｆ为有效噪声关联时间，满足

τｅｆｆ＝
２２－( )ｑ
５－３ｑτ， （８）

并且有效噪声强度为

Ｄｅｆｆ＝ ２２－( )ｑ／５－３( )( )ｑ ２Ｄ． （９）
显然，当 ｑ→１时，有 τｅｆｆ→τ且 Ｄｅｆｆ→Ｄ，方程

（１）退化为由色噪声驱动的情形．
通过以上近似，（２）式就可以简化为标准的

ＯｒｎｓｔｅｉｎＵｈｌｅｎｂｅｃｋ过程，即

η＝－１τｅｆｆ
η＋１τｅｆｆ

ξ， （１０）

并且〈ξ( )ｔξ( )ｔ′〉＝２Ｄｅｆｆδ( )ｔ－ｔ′．
令Ｘ１＝Ｘ，Ｘ２＝η，并结合（１０）式可将方程（１）

等效化为［１５］

Ｘ１＝－γＸ１＋Ｘ２，

Ｘ２＝－
Ｘ２
τｅｆｆ
＋１
τｅｆｆ
ξ( )ｔ． （１１）

由上式可得到系统的等效ＦＰＫ方程：

ρＸ１，Ｘ２，( )ｔ
ｔ

＝γ
Ｘ１ρ
Ｘ１

－Ｘ２
ρ
Ｘ１
＋

　　 １
τｅｆｆ
Ｘ２ρ
Ｘ２

＋
Ｄｅｆｆ
τ２ｅｆｆ
２ρ
Ｘ２２
， （１２）

其中ρＸ１，Ｘ２，( )ｔ为扩维后相空间的概率分布函数．

２　系统随时间演化的信息熵表达式

做线性变换Ｕ＝ａＸ１＋Ｘ２
［２２］，则（１２）式化为一

维ＦＰＫ方程

ρＵ，( )ｔ
ｔ

＝－
Ｆ１ρ
Ｕ
＋Ｄ１

２ρ
Ｕ２
， （１３）

上式中，

Ｆ１＝－λＵ，Ｄ１＝
Ｄｅｆｆ
τ２ｅｆｆ
， （１４）

λＵ＝γａＸ１－ａＸ２＋
Ｘ２
τｅｆｆ
． （１５）

这里，λ和 ａ是待定常数．把 Ｕ＝ａＸ１＋Ｘ２代入
（１５）式可得到

λ＝γ，ａ＝
１－γτｅｆｆ
τｅｆｆ

． （１６）

将ＦＰＫ方程（１３）式写成下述形式

ρＵ，( )ｔ
ｔ

＝－Ｕ·ｊ， （１７）

其中，Ｕ表示相空间的散度，

ｊ＝Ｆ１ρ－Ｄ１
ρ
Ｕ
． （１８）

根据信息熵定义，取具有连续概率分布

ρ（Ｕ，ｔ）的Ｓｈａｎｎｏｎ信息熵为

Ｓ＝－∫ρ（Ｕ，ｔ）ｌｎρ（Ｕ，ｔ）ｄＵ． （１９）

由上述Ｓｈａｎｎｏｎ信息熵定义以及（５）式和（６）
式得信息熵Ｓ随时间演化的方程为

ｄＳ
ｄｔ＝∫Ｕ·ｊｌｎρｄＵ． （２０）

对上式右边进行部分积分，并利用边界条

件［２３］ｊｂｏｕｎｄａｒｙ＝０，ｊｌｎρ ｂｏｕｎｄａｒｙ＝０可得
ｄＳ
ｄｔ＝－∫１ρｊ·ＵρｄＵ． （２１）

根据文献［６－１２］的方法，方程（１３）式解的形
式可设为

ρＵ，ｔＵ０，( )０ ＝ｅｘｐ ( )[ ]Ｇｔ ， （２２）
其中，

Ｇ（ｔ）＝－（Ｕ－ｍ（ｔ））
２

ｎ（ｔ） ＋ｌｎｖ（ｔ）． （２３）

根据初始条件

ρＵ，ｔＵ０，( )０ ＝ｌｉｍ
ε→∞

ε
槡π

ｅｘｐ －ε（Ｕ－Ｕ０）[ ]２ ．

（２４）
并将（２２）式和（２４）式进行对比可得

３９
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ｎ（０）＝１
ε
，ｍ（０）＝Ｕ０，ｖ（０）＝

ε
槡π

． （２５）

接下来将（２２）式代入（１３）式可得到
ｎ（ｔ）＝－２γｎ（ｔ）＋４Ｄ１，
ｍ（ｔ）＝－γｍ（ｔ），
１
ｖ（ｔ）ｖ（ｔ）＝－

１
２ｎ（ｔ）ｎ（ｔ）． （２６）

进一步求解方程（２６）可得
ｍ（ｔ）＝ｍ（０）ｅｘｐ（－λｔ），

ｎ（ｔ）＝
２Ｄ１ １－ｅｘｐ（－２λｔ[ ]）

λ
＋ｎ（０）ｅｘｐ（－２λｔ）．

（２７）
将（２２），（２３）以及（２７）式代入（２１）式可得

ｄＳ
ｄｔ＝－γ＋

２Ｄ１
ｎ（ｔ）． （２８）

最后对（２８）式求解可得信息熵表达式为［６－１２］

Ｓ（ｔ）＝Ｓ（０）＋１２ｌｎ
ｎ（ｔ）
ｎ（０( )）． （２９）

３　耗散参数及非高斯噪声对系统信息熵的
影响

下面我们分析系统耗散参数 γ及非高斯噪声
对系统信息熵的影响（所有计算值均为无量纲）．
选取Ｓ（０）＝０．０，ｎ（０）＝０．１．图１我们给出了信息
熵Ｓ随时间ｔ的变化情况．从图１可见，Ｓ先是随着
时间的增加而单调增加，但时间较大时，Ｓ最终趋
向于一有限定值，系统的熵变化速度减缓，这表明

系统内部各种因素的相互作用将最终使系统从非

平衡态达到平衡态．图２我们给出了信息熵Ｓ随耗
散参数γ的变化情况，从图２中可以看出，Ｓ随 γ
的增加而单调减小．图３我们给出了信息熵Ｓ随关
联时间τ的变化．从图３中可以看出，Ｓ随关联时间

图１　信息熵Ｓ在Ｄ＝０．５，γ＝１．０，τ＝２．０时随时间ｔ的变化曲线

Ｆｉｇ．１　ＰｌｏｔｏｆＳａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔａｔＤ＝０．５，γ＝１．０，τ＝２．０

图２　信息熵Ｓ在ｔ＝２．０，Ｄ＝０．５，τ＝２．０时随

耗散参数γ的变化曲线

Ｆｉｇ．２　ＰｌｏｔｏｆＳａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆγａｔｔ＝２．０，Ｄ＝０．５，τ＝２．０

图３　信息熵Ｓ在ｔ＝２．０，Ｄ＝０．５，γ＝１．０时随

关联时间τ的变化曲线

Ｆｉｇ．３　ＰｌｏｔｏｆＳａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆτａｔｔ＝２．０，Ｄ＝０．５，γ＝１．０

图４　信息熵Ｓ在ｔ＝２．０，γ＝１．０，τ＝２．０时随噪声强度Ｄ的变化曲线

Ｆｉｇ．４　ＰｌｏｔｏｆＳａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＤａｔｔ＝２．０，γ＝１．０，τ＝２．０

τ的增加亦单调减少．图４我们给出了信息熵 Ｓ随
噪声强度Ｄ的变化情况，从图４中可以看出，Ｓ随
噪声强度 Ｄ的增加而单调增加．以上现象表明耗
散参数γ与关联时间 τ对系统信息熵的增加起到
了抑制作用，即耗散参数γ与关联时间τ的增加有
利于系统从非平衡态达到平衡态；而噪声强度 Ｄ
对系统信息熵的增加起到了促进作用，这使得系统

４９
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从非平衡态达到平衡态的速度变缓．

４　结论

本文研究了一类由非高斯噪声驱动的耗散动

力学系统的信息熵演化现象，文中首先通过路径积

分法得到了系统的近似 ＦＰＫ方程，然后结合 Ｓｈａｎ
ｎｏｎ信息熵定义推导了该系统随时间演化的信息
熵表达式．并进一步并分析了非高斯噪声及耗散参
数对系统的信息熵演化的影响．通过数值计算发
现，耗散参数γ与关联时间τ对系统信息熵的增加
起到了抑制作用，而噪声强度 Ｄ对系统信息熵的
增加起到了促进作用．
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