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一类求解非线性动力系统高阶规范形的新方法

陈淑萍　张伟

（北京工业大学机电学院，北京　１００１２４）

摘要　利用改进后的规范形理论研究了四维三阶非线性系统最简规范形的计算．介绍了计算四维非线性系

统最简规范形的改进方法，得到计算四维非线性系统最简规范形的通用公式．通过对一个实际振动系统的

分析，用数值仿真方法验证了该方法在研究高维非线性系统中的有效性．

关键词　最简规范形，　非线性变换，　非线性振动，　蜂窝夹层板
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引言

规范形理论是研究动力系统、微分方程及非线

性振动等领域动力学特征的强有力工具，对于分叉

和混沌动力学的研究具有重要的理论意义和深远

的影响．近年来，最简规范形的研究与应用正朝着
高维的方向发展，其求解过程非常复杂和繁琐．

利用传统规范形理论得到的规范形并非是最

简的，在很多情况下，我们可以将它们进行进一步

地化简．１９８４年，日本的 Ｕｓｈｉｋｉ［１］首先提出了最简
规范形的概念，最早得到了有限阶给定向量场的最

简规范形．Ｃｈｅｎ等［２］提出了计算有限维向量场最

简规范形的系统方法，在此基础上，ＤｅＶｉｌｌｅ等［３，４］

提出了计算最简规范形的重正化群理论．Ｃｈｅｎ
等［５］提出了简化非线性系统最简规范形的直接法，

在传统规范形的基础上分别研究当线性矩阵是

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ标准形这一特殊情况下的非线性系统的
最简规范形和２维、３维非线性动力系统的最简规
范形．Ｙｕ等［６，７］提出了计算最简规范形一种有效

的方法，利用该方法可以得到含参数扰动系统的最

简规范形．Ｚｈａｎｇ等［８］利用共轭算子法计算了非线

性系统的最简规范形．Ｓａｎｄｅｒｓ等［９］将谱序列方法

用于矩阵规范形理论和不含参数向量场的规范形

计算中，给出了利用谱序列方法计算规范形的总体

框架．Ｇａｚｏｒ等［１０］将谱序列方法运用到含参数向量

场的规范形中，研究了三类奇点向量场的规范形．

本课题在文献［５］的基础上，提出了计算四维
非线性系统最简规范形的新方法，并将理论结果应

用于蜂窝夹层板系统的平均方程，给出参数激励作

用下非线性系统的最简规范形．

１　非线性系统的最简规范形理论

考虑微分方程

ｘ＝Ｆ（ｘ）＋∑
∞

ｋ＝２
ｆｋ（ｘ），ｘ∈Ｒｎ， （１）

其中Ａ为ｎ×ｎＪｏｒｄａｎ标准形矩阵，ｆｋ（ｘ）∈Ｈｎｋ为 ｋ
阶非线性项．Ｈｋ表示所有 ｎ维 ｋ次齐次多项式组
成的线性空间．假定原点 ｘ＝０是一个奇点，即有
Ｆ（０）＝０．

令Ｃｌ≠｛０｝，则有 ｄｉｍＫｅｒ（ＬｌＡ）＝ｄｉｍＣ
ｌ．对于

任意的ψｌ∈ｋｅｒ（ＬｌＡ），有

ＬｌＡ（φ
ｌ
１＋ψ

ｌ）＝ＬｌＡ（φ
ｌ
１）． （２）

考虑非线性变换

ｘ＝ｙ＋φ（ｙ）＝ｙ＋φｌ（ｙ）＋…＋φｋ（ｙ）， （３）
则微分方程（１）变为
ｙ＝Ａｙ＋ｆ２（ｙ）＋…＋ｆｌ－１（ｙ）＋ｆｌ（ｙ）＋ｆｌ＋１（ｙ）＋

…＋ｆｋ（ｙ）－ＬｌＡ（φ
ｌ）（ｙ）－Ｌｌ＋１Ａ （φ

ｌ＋１）（ｙ）－

…－Ｌｋ－１Ａ （φ
ｋ－１）（ｙ）－ＬｋＡ（φ

ｋ）（ｙ）－

Ｔｌ＋１ｆ （φ）（ｙ）－…－Ｔ
ｋ－１
ｆ （φ）（ｙ）－Ｔ

ｋ
ｆ（φ）（ｙ），（４）

其中Ｔｊｆ（φ）是次数为 ｊ的项，且只与 ｆ
２，…，ｆｊ－１及

φｌ，…，φｊ－１有关．根据规范形理论，存在同胚映射
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φｌ＋１，…，φｋ，且
ｆｊ（ｙ）－Ｔｊｋ（φ）－Ｌ

ｊ
Ａ（φ

ｊ）∈Ｃｊ， （５）
其中ｊ＝ｌ＋１，…，ｋ．

令

ｆｋ（ｙ）－Ｔｋｆ（φ）－Ｌ
ｋ
Ａ（φ

ｋ
Ａ）（φ

ｋ）（ｙ） 槇＝ｇ
ｋ－^ｇｋ，

（６）
其中 槇ｇ

ｋ，^ｇｋ∈Ｃｋ，^ｇｋ为与ψｌ有关的非线性项．
定义如下非线性算子

Ｎｌ，ｋｆ：ｋｅｒ（Ｌ
ｌ
Ａ →） Ｃｋ　且　Ｎｌ，ｋｆ（ψ

ｌ）＝^ｇｋ．（７）

令Ｒｋ２为算子 Ｎ
ｌ，ｋ
ｆ 的一个值域，Ｃ

ｋ
２为 Ｒ

ｋ
２在 Ｃ

ｋ

中的一个补空间，有

Ｃｋ＝Ｒｋ２Ｃ
ｋ
２． （８）

对于直接法，有如下定理

定理１．对于动力系统（１），且 Ｋｅｒ（ＬｌＡ）≠｛０｝．

如果存在一个非平凡子空间Ｃｋ２及相应的非平凡子

空间Ｒｋ２使得分解方程（８）成立，则存在 φ
ｌ，…，φｋ

及ψｌ∈Ｋｅｒ（ＬｌＡ），使（１）式转化为

ｙ＝Ａｙ＋ｇ２（ｙ）＋…＋ｇｋ（ｙ）＋Ｏ（‖ｙ‖ｋ＋１），

（９）
其中ｇｊ∈Ｃｊ（２≤ｊ≤ｋ－１），且ｇｋ∈Ｃｋ２．

日本学者Ｕｓｈｉｋｉ在文献［１］中利用 Ｋｅｒ（ＬｌＡ）对
规范形进行进一步地化简，并讨论了线性部分为幂

零和非幂零情况的二维及三维系统的规范形计算．
Ｇａｅｔａ在文献［１１］中也利用Ｋｅｒ（ＬｌＡ）对规范形进行
了化简，并计算了线性部分为半单及幂零情况下二

维系统的规范形计算．

２　四维非线性动力系统最简规范形的计算

对于如下具有Ｚ２Ｚ２对称性的四维三阶非线

系统

ｘ＝Ｆ（ｘ）＝Ａｘ＋ｆ３（ｘ），ｘ∈Ｒ４， （１０）
这里ｆ３（ｘ）∈Ｈ３４．

则（６）式成为
ｆ３（ｙ）－Ｔ３ｆ（φ）－Ｌ

３
Ａ（φ

３）（ｙ） 槇＝ｇ
３－^ｇ３． （１１）

由（１１）式可知，当 Ｊｏｒｄａｎ矩阵 Ａ及三阶非线
性项ｆ３（ｘ）已知，则很容易计算系统（１０）的最简规
范形．

一般来说，在四维非线性系统中，Ｊｏｒｄａｎ矩阵
有以下三种情况

（ｉ）有两对纯虚特征值；
（ｉｉ）有一对双零特征值，一对纯虚特征值；

（ｉｉｉ）有两对双零特征值．
本文将讨论情况（ｉｉ），对应的 Ｊｏｒｄａｎ矩阵 Ａ

可以表示为

Ａ＝

０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －ｗ
０ ０ ｗ











０

＝
Ｊ１ ０

０ Ｊ[ ]
２

， （１２）

根据Ｊｏｒｄａｎ矩阵 Ａ及方程（１１），我们可以得
到相应的三阶非线性项所对应系数的解．为此，我

们将ｆ３（ｘ），ｇ３（ｙ）及φ（ｙ）表示为如下形式

ｆ３（ｘ）＝

∑
ｑ＝３
αｑｘ

ｑ

∑
ｑ＝３
βｑｘ

ｑ

∑
ｑ＝３
γｑｘ

ｑ

∑
ｑ＝３
ηｑｘ



















ｑ

，　ｇ３（ｙ）＝

∑
ｑ＝３
α′ｑｙ

ｑ

∑
ｑ＝３
β′ｑｙ

ｑ

∑
ｑ＝３
γ′ｑｙ

ｑ

∑
ｑ＝３
η′ｑｙ



















ｑ

，

φ（ｘ）＝

∑
ｑ＝３
ａｑｙ

ｑ

∑
ｑ＝３
ｂｑｙ

ｑ

∑
ｑ＝３
ｃｑｙ

ｑ

∑
ｑ＝３
ｄｑｙ



















ｑ

， （１３）

其中ａｑ，ｂｑ，ｃｑ，ｄｑ，α
′
ｑ，β

′
ｑ，γ

′
ｑ及η

′
ｑ为所要求的系数．

则根据方程（１１），有

∑
ｑ＝

[
３
（ｑ１＋１）ａｑ＋ｅ１－ｅ２－ｗ（ｑ３＋１）ａｑ＋ｅ３－ｅ４＋

　ｗ（ｑ４＋１）ａｑ－ｅ３＋ｅ４－ｂ]ｑ ｙｑ

　 ＝∑
ｑ＝３
（αｑ－α

′
ｑ）ｙ

ｑ， （１４ａ）

∑
ｑ＝

[
３
（ｑ１＋１）ｂｑ＋ｅ１－ｅ２－ｗ（ｑ３＋１）ｂｑ＋ｅ３－ｅ４＋

　ｗ（ｑ４＋１）ｂｑ－ｅ３＋ｅ ]４ ＝∑
ｑ＝３
（βｑ－β

′
ｑ）ｙ

ｑ，

（１４ｂ）

∑
ｑ＝

[
３
（ｑ１＋１）ｃｑ＋ｅ１－ｅ２－ｗ（ｑ３＋１）ｃｑ＋ｅ３－ｅ４＋

　ｗ（ｑ４＋１）ｃｑ－ｅ３＋ｅ４＋ｗｄ ]ｑ ｙｑ＝∑
ｑ＝３
（γｑ－γ

′
ｑ）ｙ

ｑ，

（１４ｃ）

∑
ｑ＝

[
３
（ｑ１＋１）ｄｑ＋ｅ１－ｅ２－ｗ（ｑ３＋１）ｄｑ＋ｅ３－ｅ４＋

　ｗ（ｑ４＋１）ｄｑ－ｅ３＋ｅ４－ｗｃ]ｑ ｙｑ＝∑
ｑ＝３
（ηｑ－η

′
ｑ）ｙ

ｑ．

（１４ｄ）

４９１
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则有

（ｑ１＋１）ａｑ＋ｅ１－ｅ２－ｗ（ｑ３＋１）ａｑ＋ｅ３－ｅ４＋

　ｗ（ｑ４＋１）ａｑ－ｅ３＋ｅ４－ｂｑ＝αｑ－α
′
ｑ， （１５ａ）

（ｑ１＋１）ｂｑ＋ｅ１－ｅ２－ｗ（ｑ３＋１）ｂｑ＋ｅ３－ｅ４＋

　ｗ（ｑ４＋１）ｂｑ－ｅ３＋ｅ４＝βｑ－β
′
ｑ， （１５ｂ）

（ｑ１＋１）ｃｑ＋ｅ１－ｅ２－ｗ（ｑ３＋１）ｃｑ＋ｅ３－ｅ４＋

　ｗ（ｑ４＋１）ｃｑ－ｅ３＋ｅ４＋ｗｄｑ＝γｑ－γ
′
ｑ， （１５ｃ）

（ｑ１＋１）ｄｑ＋ｅ１－ｅ２－ｗ（ｑ３＋１）ｄｑ＋ｅ３－ｅ４＋

　ｗ（ｑ４＋１）ｄｑ－ｅ３＋ｅ４－ｗｃｑ＝ηｑ－η
′
ｑ． （１５ｄ）

若对于所有的 ｑ＝３，都有

α′ｑ＝β
′
ｑ＝γ

′
ｑ＝η

′
ｑ＝０，

则ｇｋ＝０．不然，利用（１１）式得到的规范形含有非
零三次项．

令

Ｍｑ＝

ａｑ
ｂｑ
ｃｑ
ｄ














ｑ

，Λｑ＝

αｑ
βｑ
γｑ
η














ｑ

，Λ′ｑ＝

α′ｑ

β′ｑ

γ′ｑ

η













′ｑ

， （１６）

则方程（１５）变为
（ｑ１＋１）Ｍｑ＋ｅ１－ｅ２－ｗ（ｑ３＋１）Ｍｑ＋ｅ３－ｅ４＋

　ｗ（ｑ４＋１）Ｍｑ－ｅ３＋ｅ４－ＡＭｑ＝Λｑ－Λ
′
ｑ． （１７）

令ｑ１＝，ｑ２＝ｊ，ｑ３＝ｌ，ｑ４＝３－ｉ－ｊ－１，
则有

Ｚｉ，ｊ，ｌ＝Ｍｉ，ｊ，ｌ，３－ｉ－ｊ－ｌ，Λｉ，ｊ，ｌ＝ｆ
３，Λ′ｉ，ｊ，ｌ＝ｇ

３．（１８）
将（１８）式代入方程（１７），则方程（１７）变为
（ｉ＋１）Ｚｉ＋１，ｊ－１，ｌ＋ｗ（４－ｉ－ｊ－ｌ）Ｚｉ，ｊ，ｌ－１－

　ｗ（ｌ＋１）Ｚｉ，ｊ，ｌ＋１－ＡＺｉ，ｊ，ｌ＝Λｉ，ｊ，ｌ－Λ
′
ｉ，ｊ，ｌ． （１９）

由方程（１９），得到
（ｉ＋１）Ｚｉ＋１，ｊ－１，ｌ＝ｗ（ｌ＋１）Ｚｉ，ｊ，ｌ＋１＋ＡＺｉ，ｊ，ｌ＋
　Λｉ，ｊ，ｌ－ｗ（４－ｉ－ｊ－ｌ）Ｚｉ，ｊ，ｌ－１， （２０）

对应的余项为（当ｊ＝０）

Λ′ｉ，０，ｌ＝Λｉ，０，ｌ＋ｗ（ｌ＋１）Ｚｉ，０，ｌ＋１－
　ｗ（４－ｉ－ｌ）Ｚｉ，０，ｌ－１＋ＡＺｉ，０，ｌ． （２１）
由方程（２０）可以发现，Ｚｉ，ｊ，ｌ（ｊ≥１）为关于Ｚ０，ｊ，ｌ

的线性函数．因此，我们可以通过选取合适的初始
值Ｚ０，ｊ，ｌ来求解Λ

′
ｉ，０，ｌ中的元素．

３　规范形理论在蜂窝夹层板中的应用

我们考虑的蜂窝夹层板动力学模型如图１所
示，此模型为四边简支条件下的蜂窝夹层板，同时

受到ｘ方向的面内均布载荷与横向面外均布载荷

联合作用，夹层板在振动过程中考虑横向阻尼的影

响．夹层板的长、宽、高分别为ａ，ｂ，ｈ，直角坐标Ｏｘｙ
位于层合板的中性面内，ｚ轴向下，设板内任一点沿
ｘ，ｙ和ｚ方向的位移分别为ｕ，ｖ和ｗ，沿着ｘ方向作
用的面内载荷和横向载荷分别为ｐ＝ｐ０－ｐ１ｃｏｓΩ２ｔ，
ｆ＝Ｆ（ｘ，ｙ）ｃｏｓΩ１ｔ．蜂窝夹层板分为三层，上下蒙皮
是完全相同的各向同性材料，蒙皮层厚度为 ｈｆ．中
间由正六角形蜂窝芯隔开，蜂窝芯轴向为坐标 ｚ方
向，蜂窝芯厚度为ｈｃ．

图１　受横向与面内载荷作用的蜂窝夹层板模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｐｌａｔｅｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｉｔｓｐｌａｎｅａｎｄ

ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ

利用哈密顿原理，得到如下形式的蜂窝夹层板

的运动微分方程［１２］

Ｎ′ｘｘ，ｘ＋Ｎｘｙ，ｘ＝Ｉ０ｕ̈０＋（Ｉ１－ｃ１Ｉ３）̈ｘ－ｃ１Ｉ３
̈ｗ０
ｘ
，

（２２ａ）

Ｎｙｙ，ｙ＋Ｎｘｙ，ｘ＝Ｉ０ｖ̈０＋（Ｉ１－ｃ１Ｉ３）̈ｙ－ｃ１Ｉ３
̈ｗ０
ｙ
，

（２２ｂ）

Ｎｙｙ，ｙ
ｗ０
ｙ
＋Ｎｙｙ

２ｗ０
ｙ２
＋Ｎｘｙ，ｘ

ｗ０
ｙ
＋Ｎｘｙ，Ｙ

ｗ０
ｘ
＋

　２Ｎｘｙ
２ｗ０
ｙｘ

＋Ｎ′ｘｘ，ｘ
ｗ０
ｘ
＋（Ｑｘ，ｘ－ｃ２Ｒｘ，ｘ）＋

　ｃ１（Ｐｘｘ，ｘｘ＋２Ｐｘｙ，ｘｙ＋Ｐｙｙ，ｙｙ）＋（Ｑｙ，ｙ－ｃ２Ｒｘ，ｘ）＋

　ＦｃｏｓΩ１ｔ－γｗ０＝ｃ１Ｉ３
̈ｕ０
ｘ
＋
̈ｖ０
( )ｙ ＋

　ｃ１（Ｉ４－ｃ１Ｉ６）
̈ｘ
ｘ
＋
̈ｙ
( )ｙ ＋Ｉ０ｗ̈０－

　ｃ２１Ｉ６
２ｗ̈０
ｘ２
＋
２ｗ̈０
ｙ( )２ ， （２２ｃ）

Ｍｘｘ，ｘ＋Ｍｘｙ，ｙ－ｃ１Ｐｘｘ，ｘ－ｃ１Ｐｘｙ，ｙ－（Ｑｘ－ｃ２Ｒｘ）

＝（Ｉ１－ｃ１Ｉ３）̈ｕ０＋（Ｉ２－２ｃ１Ｉ４＋ｃ
２
１Ｉ６）̈ｘ－

　ｃ１（Ｉ４－ｃ１Ｉ６）
̈ｗ０
ｘ
， （２２ｄ）
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Ｍｙｙ，ｙ＋Ｍｘｙ，ｘ－ｃ１Ｐｙｙ，ｙ－ｃ１Ｐｘｙ，ｘ－（Ｑｘ－ｃ２Ｒｙ）

＝（Ｉ１－ｃ１Ｉ３）̈ｖ０＋（Ｉ２－２ｃ１Ｉ４＋ｃ
２
１Ｉ６）̈ｙ－

　ｃ１（Ｉ４－ｃ１Ｉ６）
̈ｗ０
ｙ
． （２２ｅ）

根据四边简支的边界条件和面内边界受力情

况，可知边界条件为

ｕ０（ｘ，０，ｔ）＝０，ｘ（ｘ，０，ｔ）＝０，ｕ０（ｘ，ｂ，ｔ）＝０，

ｘ（ｘ，ｂ，ｔ）＝０，ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ）＝０，ｙ（ｘ，ｙ，ｔ）＝０，
ｖ０（ａ，ｙ，ｔ）＝０，ｙ（ａ，ｙ，ｔ）＝０，ｗ０（ｘ，０，ｔ）＝０，
ｗ０（ｘ，ｂ，ｔ）＝０，ｗ０（０，ｙ，ｔ）＝０，ｗ０（ａ，ｙ，ｔ）＝０，
Ｎ′ｘｘ（０，ｙ，ｔ）＝ｐ，Ｎ′ｘｘ（ａ，ｙ，ｔ）＝ｐ，
Ｎｙｙ（ｘ，０，ｔ）＝０，Ｎｙｙ（ｘ，ｂ，ｔ）＝０，
Ｍｘｘ（０，ｙ，ｔ）＝０，Ｍｘｘ（ａ，ｙ，ｔ）＝０，
Ｍｙｙ（ｘ，０，ｔ）＝０，Ｍｙｙ（ｘ，ｂ，ｔ）＝０． （２３）
我们使用二阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散，取如下形式的模

态函数

ｕ０＝ｕ１ｃｏｓ
πｘ
ａｓｉｎ

３πｙ
ｂ ＋ｕ２ｃｏｓ

３πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ，（２４ａ）

ｖ０＝ｖ１ｓｉｎ
πｘ
ａｃｏｓ

３πｙ
ｂ ＋ｖ２ｓｉｎ

３πｘ
ａｃｏｓ

πｙ
ｂ，（２４ｂ）

ｗ０＝ｗ１ｓｉｎ
πｘ
ａｓｉｎ

３πｙ
ｂ ＋ｗ２ｓｉｎ

３πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ，（２４ｃ）

ｘ＝１ｃｏｓ
πｘ
ａｓｉｎ

３πｙ
ｂ＋２ｃｏｓ

３πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ，（２４ｄ）

ｙ＝３ｓｉｎ
πｘ
ａｃｏｓ

３πｙ
ｂ ＋４ｓｉｎ

３πｘ
ａｃｏｓ

πｙ
ｂ，（２４ｅ）

Ｆ＝Ｆ１ｓｉｎ
πｘ
ａｓｉｎ

３πｙ
ｂ ＋Ｆ２ｓｉｎ

３πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ， （２４ｆ）

考虑系统的横向振动，引入无量纲变量

ｗ１＝
ｗ１
Ｈ，ｗ２＝

ｗ２
Ｈ，ｔ＝ｔΩ１Ω槡 ２． （２５）

得到无量纲化后的二自由度非线性动力学方

程如下

ｗ̈１＋εｃ１ｗ１＋ω
２
１ｗ１＋εα７ｐ１ｃｏｓΩ２ｔｗ１－

　εα２ｗ１ｗ
２
２－εα３ｗ

２
１ｗ２－εα４ｗ

３
１－εα５ｗ

３
２

＝εα６Ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ， （２６ａ）

ｗ̈２＋εｃ２ｗ２＋ω
２
２ｗ２＋εβ７ｐ１ｃｏｓΩ２ｔｗ２－

　εβ２ｗ
２
１ｗ２－εβ３ｗ１ｗ

２
２－εβ４ｗ

３
２－εβ５ｗ

３
１

＝εβ６Ｆ２ｃｏｓΩ１ｔ． （２６ｂ）
利用多尺度法求方程（２６）的解，设一致渐进

解为

ｗｎ（ｔ，ε）＝ｗｎ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｗｎ１（Ｔ０，Ｔ１）＋…，
　　ｎ＝１，２， （２７）

其中Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ．
则有微分算子

ｄ
ｄｔ＝Ｄ０＋εＤ１＋…， （２８ａ）

ｄ２

ｄｔ２
＝（Ｄ０＋εＤ１＋…）

２＝Ｄ２０＋２εＤ０Ｄ１＋…，

（２８ｂ）

这里Ｄｎ＝

Ｔｎ
，ｎ＝０，１．

考虑主参数共振 －１／２亚谐共振和 １∶１内共
振，即

Ω１＝Ω２＝Ω，ω１≈ω２≈
１
２Ω，

ω２１＝
１
４Ω

２＋εσ１，ω
２
２＝
１
４Ω

２＋εσ２， （２９）

其中σ１和σ２为调谐参数．
将式（２７）～（２９）代入式（２６），得到直角坐标

形式的平均方程为

ｘ１＝－
１
２ｃ１ｘ１－σ１ｘ２＋

１
２α７ｐ１ｘ２＋２α２ｘ１ｘ３ｘ４－

　α２ｘ２（ｘ
２
３－ｘ

２
４）＋２α２ｘ２（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）＋

　２α３ｘ１ｘ２ｘ３－α３ｘ４（ｘ
２
１－ｘ

２
２）＋

　２α３ｘ４（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋３α４ｘ２（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）＋

　３α５ｘ４（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）， （３０ａ）

ｘ２＝σ１ｘ１＋
１
２α７ｐ１ｘ１－

１
２ｃ１ｘ２＋２α２ｘ２ｘ３ｘ４－

　α２ｘ１（ｘ
２
３－ｘ

２
４）－α３ｘ３（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）－

　２α２ｘ１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）－２α３ｘ１ｘ２ｘ４－

　２α３ｘ３（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－３α４ｘ１（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）－

　３α５ｘ３（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）， （３０ｂ）

ｘ３＝－
１
２ｃ２ｘ３－σ２ｘ４＋

１
２β７ｐ１ｘ４＋２β２ｘ１ｘ２ｘ３－

　β２ｘ４（ｘ
２
１－ｘ

２
２）－β３ｘ２（ｘ

２
３－ｘ

２
４）＋

　２β２ｘ４（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋２β３ｘ１ｘ３ｘ４＋

　２β３ｘ２（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）＋３β４ｘ４（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）＋

　３β５ｘ２（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）， （３０ｃ）

ｘ４＝σ２ｘ３＋
１
２β７ｐ１ｘ３－

１
２ｃ２ｘ４－２β２ｘ１ｘ２ｘ４－

　β２ｘ３（ｘ
２
１－ｘ

２
２）－β３ｘ１（ｘ

２
３－ｘ

２
４）－

　２β２ｘ３（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－２β３ｘ２ｘ３ｘ４－

　２β３ｘ１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）－３β４ｘ３（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）－

　３β５ｘ１（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）． （３０ｄ）

为了便于分析蜂窝夹层板的非线性动力学特
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性，我们需要对方程（３０）进行化简，通过分析我们
发现，式（３０）具有Ｚ２Ｚ２和 Ｄ４对称性．且有一个
平凡解（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）＝（０，０，０，０），在此奇点处的
Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ＝ＤｘＸ＝

－１２ｃ１ －（σ１－ｆ１） ０ ０

（σ１＋ｆ１） －１２ｃ１ ０ ０

０ ０ －１２ｃ２ －（σ２－ｆ２）

０ ０ （σ２＋ｆ２） －１２ｃ



















２

（３１）
因此，平凡解所对应的特征方程为

λ２＋ｃ１λ＋
１
４ｃ

２
１＋σ

２
１－ｆ( )２１ ×

　 λ２＋ｃ２λ＋
１
４ｃ

２
２＋σ

２
２－ｆ( )２２ ＝０． （３２）

定义

Δ１＝
１
４ｃ

２
１＋σ

２
１－ｆ

２
１且Δ２＝

１
４ｃ

２
２＋σ

２
２－ｆ

２
２．（３３）

这里ｆ１＝
１
２α７ｐ１，ｆ２＝

１
２β７ｐ１，ｃ１和 ｃ２是阻尼参数，

为了以后计算方便，不妨考虑一种特殊的情况，设

阻尼参数满足
１
２ｃ１＝

１
２ｃ２＝ｃ．

当ｃ＝０，Δ１＝０，Δ２＝σ
２
２－ｆ

２
２＞０时，系统（３０）

将有一对双零特征根和一对纯虚特征根

λ１，２＝０，λ３，４＝±ｉω２， （３４）

这里ω２２＝σ
２
２－ｆ

２
２．

令σ１＝－ｆ１＋σ１，同时令 ｆ１＝１／２，ｆ２作为参
数，则不包含参数的系统（３０）将变成如下形式

ｘ１＝ｘ２＋２α２ｘ１ｘ３ｘ４－α２ｘ２（ｘ
２
３－ｘ

２
４）＋

　２α２ｘ２（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）＋２α３ｘ１ｘ２ｘ３－

　α３ｘ４（ｘ
２
１－ｘ

２
２）＋２α３ｘ４（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）＋

　３α４ｘ２（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋３α５ｘ４（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）， （３５ａ）

ｘ２＝２α２ｘ２ｘ３ｘ４－α２ｘ１（ｘ
２
３－ｘ

２
４）＋

　２α２ｘ１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）－２α３ｘ１ｘ２ｘ４－

　α３ｘ３（ｘ
２
１－ｘ

２
２）－２α３ｘ３（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）－

　３α４ｘ１（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－３α５ｘ３（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）， （３５ｂ）

ｘ３＝－σ２ｘ４＋２β２ｘ１ｘ２ｘ３－β２ｘ４（ｘ
２
１－ｘ

２
２）＋

　２β２ｘ４（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋２β３ｘ１ｘ３ｘ４－

　β３ｘ２（ｘ
２
３－ｘ

２
４）＋２β３ｘ２（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）＋

　３β４ｘ４（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）＋３β５ｘ２（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）， （３５ｃ）

ｘ４＝σ２ｘ３－２β２ｘ１ｘ２ｘ４－β２ｘ３（ｘ
２
１－ｘ

２
２）－

　２β２ｘ３（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－２β３ｘ２ｘ３ｘ４－

　β３ｘ１（ｘ
２
３－ｘ

２
４）－２β３ｘ１（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）－

　３β４ｘ３（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）－３β５ｘ１（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）， （３５ｄ）

方程（３５）的线性矩阵为

Ａ＝

０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －σ２
０ ０ σ２













０

． （３６）

借助前面的理论计算及相应的 Ｍａｐｌｅ符号程
序，我们得到方程（３５）的三阶规范形为

ｘ１＝ｘ２， （３７ａ）

ｘ２＝－３α４ｘ
３
１－４α２ｘ１ｘ

２
３， （３７ｂ）

ｘ３＝－σ２ｘ４＋（１＋２σ２）β２ｘ
２
１ｘ４＋３β４ｘ

３
４，（３７ｃ）

ｘ４＝σ２ｘ３－（１＋２σ２）β２ｘ
２
１ｘ３－３β４ｘ

３
３． （３７ｄ）

利用共轭算子法和重正化方法计算蜂窝夹层

板系统的平均方程（３５），我们会发现，式（３７）比用
文献［３，８］中的方法得到的规范形更简单．

４　小结

本文将直接法推广到四维非线性系统，利用改

进的直接法研究了高维非线性系统的最简规范形计

算，得到计算四维非线性系统最简规范形的通用公

式，并将理论结果应用到蜂窝夹层板系统，得到更为

简单的平均方程，最后将所得到的结果和其他方法

得到的规范形做对比，验证了本方法的有效性．
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