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基于滑模控制的３Ｄ刚体摆姿态稳定性
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摘要　研究３Ｄ刚体摆姿态稳定性的滑模控制问题．３Ｄ刚体摆由一个刚体绕一固定且无摩擦的支点旋转，

刚体受到恒重力作用且具有三个转动自由度．针对３Ｄ刚体摆平衡位置处的姿态稳定控制问题，设计了滑模

控制器并分析了角速度和姿态的渐进稳定性．由Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法找出了各个滑模系数取值的充分条件，并

通过数值仿真实验验证了滑模控制方法的有效性．

关键词　３Ｄ刚体摆，　姿态稳定，　滑模控制

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０１７

引 言

３Ｄ刚体摆由一个刚体绕一固定且无摩擦的支
点旋转，刚体受到恒重力作用且具有三个转动自由

度．它由美国密西根大学航空和航天工程系 Ｍｃ
Ｃｌａｍｒｏｃｈ教授所领导的小组在研究三轴姿态控制
平台（ＴＡＣＴ）的过程中逐渐演变而来［１－３］，并于

２００４年首次提出三自由度旋转摆（３Ｄ刚体摆）模
型的概念［４］．３Ｄ刚体摆模型为非线性动力学的研
究以及近年来非线性控制的研究提供了丰富的实

例来源，是一类广义的刚体摆模型．由于３Ｄ刚体
摆姿态运动呈复杂的非线性使得其姿态控制具有

很大的难度，同时也是一项重大的挑战．在３Ｄ刚
体摆姿态控制的稳定性研究中，Ｓｈｅｎ和 Ｃｈａｔｕｒｖｅｄｉ
等利用Ｅｕｌｅｒ姿态角建立了３Ｄ刚体摆数学模型，
且提出了约化姿态模型［４－５］；Ｃｈａｔｕｒｖｅｄｉ、Ｂａｃｃｏｎｉ等
采用角速度反馈和角速度及姿态联合反馈方法分

别对３Ｄ刚体摆设计了倒立和悬垂平衡状态的姿
态控制器［６－９］．

近年来，滑模控制方法得到深入研究［１０］，滑模

控制方法与其他控制方法不同之处在于，系统的

“结构”不固定，根据系统当前状态，按照预定的

“滑动模态”状态轨迹运动．针对３Ｄ刚体摆平衡位
置处的姿态稳定控制问题，本文设计了滑模控制

器．滑动平面由角速度和姿态构成，在保证滑动平

面渐进稳定的前提下，本文分析了角速度和姿态的

渐进稳定性，并通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法找出了控制
律中各个滑模系数取值的充分条件．

１　３Ｄ刚体摆的数学模型

３Ｄ刚体摆绕一固定且无摩擦的支撑点进行三
自由度旋转，它受到恒重力的作用，其约化姿态数

学模型如下［３，５］

Ｊω＝Ｊω×ω＋ｍｇρ×Γ＋ｕ （１）

Γ· ＝Γ×ω （２）
式（１）为３Ｄ刚体摆动力学方程，式（２）为姿态运动
学方程．其中Ｊ＝ｄｉａｇ（Ｊｉ）（ｉ＝１，２，３）是３Ｄ刚体摆
的惯量矩阵，ｍ是３Ｄ刚体摆的总质量，ｇ为重力加
速度，ρ＝（０，０，ｌ）Ｔ是３Ｄ刚体摆原点与质心连线构
成的向量（ｌ为原点与质心之间的距离）；ω∈Ｒ３是
３Ｄ刚体摆的角速度矢量；Γ是约化姿态矢量，即重
力方向的单位矢量在连体坐标系中的描述；ｕ∈Ｒ３

是输入控制力矩；所有变量都定义在连体坐标系

中．对于矢量ａ和ｂ∈Ｒ３，叉乘符号ａ×ｂ表示为
ａ×ｂ＝^ａｂ （３）

其中斜对称矩阵 ａ^定义为

ａ^＝

０ －ａ３ ａ２
ａ３ ０ －ａ１
－ａ２ ａ１









０
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３Ｄ刚体摆平衡状态为 ωｅ（０，０，０）
Ｔ，Γｅ（０，０，

±１）Ｔ［５］．如果３Ｄ刚体摆达到平衡状态时质心位于
支点的上方，此平衡状态为倒立平衡即 Γｉ＝（０，０，

－１）Ｔ；如果质心位于支点的下方，此平衡状态为悬
垂平衡即Γｈ＝（０，０，１）

Ｔ．控制的目标就是设计控
制器使３Ｄ刚体摆稳定在倒立或悬垂平衡的状态．

２　滑模控制器的设计

选择滑动平面如下

Ｓ＝ω＋ｃ（Γ×Γｅ） （４）
其中ｃ＝ｄｉａｇ（ｃｉ）（且ｃｉ＞０，ｉ＝１，２，３）为滑模系数．
在理想情形，当系统进入滑动模运动后，由于系统

的状态轨线保持在其上面即满足 Ｓ＝０，于是系统
在此切换流行上应满足

Ｓ·＝０ （５）
即

Ｓ·＝ω＋ｃ（Γ· ×Γｅ）＝Ｊ
－１（Ｊω×ω＋ｍｇρ×Γ＋

　ｕｅｑ）＋ｃ（Γ×ω×Γｅ）＝０
可以求得系统的等效控制分量为

ｕｅｑ＝Ｊω×ω＋ｍｇρ×Γ＋Ｊｃ（Γ×ω）×Γｅ （６）

为了满足滑动模的达到条件ｓＴｓ＜０，选择指数趋近律
Ｓ·＝－ｋＳ－ηｓｇｎ（Ｓ） （７）

其中ｋ＝ｄｉａｇ（ｋｉ）和η＝ｄｉａｇ（ηｉ）为达到系数（ｋｉ＞
０，ηｉ＞０，ｉ＝１，２，３），ｓｇｎ为符号函数．由此可以求
得系统的切换控制分量

ｕｓｗ＝－ＪｋＳ－Ｊηｓｇｎ（Ｓ） （８）
于是总的控制量为

ｕ＝ｕｅｑ＋ｕｓｗ＝Ｊω×ω＋ｍｇρ×Γ＋
　Ｊｃ（Γ×ω）×Γｅ－
　ＪｋＳ－Ｊηｓｇｎ（Ｓ） （９）

３　稳定性分析

定理：考虑３Ｄ刚体摆姿态系统（１）和（２），选
用滑动平面式（４）和控制律式（９），角速度和约化
姿态渐进稳定的一个充分条件为

ｋ１≥
１
４ｃ１
和ｋ２≥

１
４ｃ２
．

证明：　由式（４）可知
ω＝Ｓ－ｃ（Γ×Γｅ）

带入３Ｄ刚体摆姿态运动学方程式（２）中，可得

Γ· ＝Γ×（Ｓ－ｃ（Γ×Γｅ）） （１０）

不妨假设Γｅ＝Γｉ＝（０，０，－１）
Ｔ，即倒立平衡情形．

式（１０）展开为分量的形式为

Γ·１＝ｃ２Γ１Γ３－Γ３Ｓ２＋Γ２Ｓ３

Γ·２＝ｃ１Γ２Γ３－Γ１Ｓ３＋Γ３Ｓ１

Γ·３＝－ｃ１Γ
２
２－ｃ２Γ

２
１－Γ２Ｓ１＋Γ１Ｓ２

易知Γ１Γ
·

１＋Γ２Γ
·

２＋Γ３Γ
·

３＝０．此时选择Ｄ域为

Ｄ＝｛Γ∈Ｒ２｜Γ２１＋Γ
２
２＋（Γ３＋１）

２＜２｝
Ｄ为３Ｄ刚体摆系统的一个不变集，内部仅仅包含
一个平衡点．定义Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为

Ｖ＝１２Γ
２
１＋
１
２Γ

２
２＋
１
２（Γ３＋１）

２＋

　１２Ｓ
２
１＋
１
２Ｓ

２
２＋
１
２Ｓ

２
３ （１１）

Ｖ函数为一个正定的函数，其对时间导数为
ｄＶ
ｄｔ＝Γ１Γ

·

１＋Γ２Γ
·

２＋（Γ３＋１）Γ
·

３＋

　Ｓ１Ｓ
·

１＋Ｓ２Ｓ
·

２＋Ｓ３Ｓ
·

３ ＝－ｃ１Γ
２
２－

　ｃ２Γ
２
１－Γ２Ｓ１＋Γ１Ｓ２－∑

３

ｉ＝１
（ｋｉＳ

２
ｉ＋

　ηｉ｜Ｓｉ｜）＝－ｃ１（Γ２＋
１
２ｃ１
Ｓ１）

２－（ｋ１－

　 １
４ｃ１
）Ｓ２１－ｃ２（Γ１－

１
２ｃ２
）Ｓ１－

　（ｋ２－
１
４ｃ２
）Ｓ２２－ｋ３Ｓ

２
３－∑

３

ｉ＝１
ηｉ｜Ｓｉ｜

于是当ｋ１≥
１
４ｃ１
，ｋ２≥

１
４ｃ２
时，
ｄＶ
ｄｔ≤０．

根据ＬａＳａｌｌｅ不变集原理，Ｄ是一个不变集合，

在Ｄ内定义的 Ｖ＞０且满足ｄＶｄｔ≤０，又由于在 Ｄ域

内仅仅包含一个平衡点，即说明了当 ｔ→∞时有 Ｓ

→（０，０，０）Ｔ且Γ→Γｉ，又根据式（４）知当 ｔ→∞时

有ω→（０，０，０）Ｔ．故角速度和姿态均是渐进稳定的
（悬垂平衡时证明方法类似）．证毕．

４　仿真实验及分析

４．１　悬垂平衡
选取３Ｄ刚体摆的质量 ｍ＝１４０ｋｇ，惯量矩阵 Ｊ

＝ｄｉａｇ（４０，４５，５０）ｋｇ·ｍ２，ｌ＝０．５ｍ．悬垂平衡时，
选取控制律（９）中的各个参数分别为：ｃ１＝２，ｃ２＝
２，ｃ３＝２，ｋ＝０．５，η＝０．０１，初始值始角速度和约化

姿态的取值分别为：ω０＝（１，－２，３）
Ｔｒａｄ／ｓ和Γ０＝

（０．８，－０．６，０）Ｔ，悬垂平衡状态Γｈ（０，０，１）
Ｔ．仿真

结果如图１～３所示．

９７１
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图１　３Ｄ刚体摆悬垂平衡时角速度变化曲线

Ｆｉｇ．１　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｎｇｌｅｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｈａｎｇｉｎｇ

ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆ３Ｄｒｉｇｉｄｐｅｎｄｕｌｕｍ

图２　３Ｄ刚体摆悬垂平衡时约化姿态变化曲线

Ｆｉｇ．２　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｅｄｕｃｅｄａｔｔｉｔｕｄｅｏｆｈａｎｇｉｎｇ

ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆ３Ｄｒｉｇｉｄｐｅｎｄｕｌｕｍ

图３　３Ｄ刚体摆悬垂平衡时控制输入

Ｆｉｇ．３　Ｉｎｐｕｔｃｏｎｔｒｏｌｍｏｍｅｎｔｏｆｈａｎｇｉｎｇｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

ｏｆ３Ｄｒｉｇｉｄｐｅｎｄｕｌｕｍ

４．２　倒立平衡
选取控制律中的各个参数分别为：ｃ１＝２，ｃ２＝

２，ｃ３＝２，ｋ＝１，η＝０．０１，初始值始角速度和约化姿

态分别为 ω０＝（１，－２，３）
Ｔｒａｄ／ｓ和 Γ０＝（０．８，－

０．６，０）Ｔ，倒立平衡状态 Γｉ＝（０，０，－１）
Ｔ．仿真结

果如图４～６所示．

图４　３Ｄ刚体摆倒立平衡时角速度变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｎｇｌｅｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｉｎｖｅｒｔｅｄ

ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆ３Ｄｒｉｇｉｄｐｅｎｄｕｌｕｍ

图５　３Ｄ刚体摆倒立平衡时约化姿态变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｅｄｕｃｅｄａｔｔｉｔｕｄｅｏｆｉｎｖｅｒｔｅｄ

ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆ３Ｄｒｉｇｉｄｐｅｎｄｕｌｕｍ

图６　３Ｄ刚体摆倒立平衡时控制输入

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｉｎｐｕｔｃｏｎｔｒｏｌｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｖｅｒｔｅｄ

ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆ３Ｄｒｉｇｉｄｐｅｎｄｕｌｕｍ

５　结论

本文针对３Ｄ刚体摆平衡位置处的姿态稳定

控制问题，设计了滑模控制器并分析了角速度和姿

态的渐进稳定性．由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法找出了各个

滑模系数取值的充分条件，并通过数值仿真实验验

证了滑模控制方法的有效性．和文献［８］中提出的

０８１



第２期 邹奎等：基于滑模控制的３Ｄ刚体摆姿态稳定性

控制律相比，该滑模控制器具有设计非常简单的优

点，同时也具有良好的动静态性能．
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