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非高斯噪声激励下的基因转录调控系统
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（西北工业大学应用数学系，西安　７１００１２）

摘要　考虑生物生长过程中受到的不可预知的跳跃性的环境扰动，运用一类非高斯噪声建立了随机的基因转录

调控系统．利用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法得到了系统的稳态概率密度函数，研究了非高斯噪声的各个参数对蛋白质浓度的影

响，发现噪声强度不能够诱导基因开关，而稳定性指标和偏斜参数能够作为基因开关的控制参量．进一步研究了非

高斯噪声作用下系统从一个态跃迁到另一个态的平均首通时间（ＭＦＰＴ），并讨论了各个参数不同的作用机理．
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引 言

近年来，越来越多的研究表明噪声在非线性系

统中扮演着及其重要的角色，如随机共振、噪声诱

导跃迁、相变［１］等．噪声理论也随之被应用到各个
领域．生物系统，作为一种复杂的非线性系统，也受
外界扰动也就是噪声的影响．研究非线性条件下噪
声产生的效应，研究这些效应的机理及应用，已逐

渐成为生命科学发展的一个前沿领域［２］．
在生命细胞发展中，基因转录调控是一个非常

重要的过程，目前已经有很多有关基因转录调控

的数学模型用来模拟基因及其产物之间的相互作

用．１９９８年，Ｓｍｏｌｅｎ等人提出了一个关于转录因子
促进基因转录的调节网络的模型，其蛋白质ＴＦ－Ａ
的浓度随时间演化的偏微分方程为［３］：

ｄｘ
ｄｔ＝

ｋｆｘ
２

ｘ２＋Ｋｄ
－ｋｄｘ＋Ｒｂａｓ （１）

其中，ｋｆ为最大转录几率，ｋｄ和 Ｒｂａｓ分别表示降解
率和合成率，Ｋｄ表示没有附着到ＴＦ响应因子上的
二聚合物的浓度，ｘ是蛋白质 ＴＦ－Ａ的浓度．不受
干扰的方程（１）的动力学行为已经被广泛研究，然
而，很多实验表明，基因转录调控是一个随机过程，

研究噪声作用下的基因转录调控过程受到了越来

越多的学者的关注．Ｓｍｏｌｅｎ［４］在此模型的基础上考
虑了来源于转录率的随机波动对存在延迟系统的

影响，发现随机波动可以使得系统的稳态产生扰动

以至于不再稳定．Ｌｉｕ和Ｊｉａ［５］进一步考虑源于蛋白

质的降解率、基础合成率的随机波动对系统的影

响，发现在噪声无关联时，只有乘性噪声的噪声强

度可以作为基因开关的控制参量．如果噪声之间存
在关联，则加性噪声的噪声强度以及噪声之间的关

联强度也能够诱导基因开关的转换．
在以往大部分研究中，考虑的噪声环境基本上

都是高斯的，然而，高斯噪声是一种理想的噪声源，

它刻画的是正常扩散，即只能模拟均值在小范围内

的起伏，而不能模拟大幅度的涨落．在实际应用中，
我们所遇到的许多随机信号，需要用一种更加广

义，能够更好的与实际分布符合的分布来实现．非
高斯Ｌéｖｙ噪声具有长拖尾性，能够很好的用来描
述跳跃型随机因素．它可以视为 Ｌéｖｙ过程的广义
时间导数．如果非高斯 Ｌéｖｙ噪声的样本数据服从

α稳定的Ｌéｖｙ分布Ｌα，β（ζ；Ｄ，μ），则可以由如下特

征函数Φ（ｋ）所表示：
当α≠１时

Φ（ｋ）＝ｅｘｐ［－Ｄα｜ｋ｜α（１－ｉβｓｇｎ（ｋ）ｔａｎπα２）］

当α＝１时

Φ（ｋ）＝ｅｘｐ［－Ｄ｜ｋ｜（１＋ｉβｓｇｎ（ｋ）２π
ｌｎ｜ｋ｜）］

这里参数α（０＜α≤２）表示稳定性指标，描述 Ｌéｖｙ
分布的渐进拖尾．β（－１≤β≤１）是偏斜参数，用来
描述分布的偏离程度．μ（－∞≤μ≤∞）表示位置
参数，代表当α＞１时分布的均值．Ｄ为噪声强度．

近年来，无论是理论方面还是应用方面，Ｌéｖｙ
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噪声都得到了蓬勃的发展，它被证实存在于生物金

融等各个领域，同时，Ｌéｖｙ噪声驱动下的非线性动
力学性质的研究也吸引了很多学者的关注［６，７］．许
多研究者认为，在考虑实际问题的情况下，用 Ｌéｖｙ
过程来建立模型更为贴切．

本文考虑到环境的无法预测的不规则的变化

规律，将基因转录调节系统中的随机项从高斯噪声

扩展到非高斯Ｌéｖｙ噪声并研究系统的随机动力学
性质．采用 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ方法对系统的稳态概率
密度函数进行模拟，并分析 Ｌéｖｙ噪声的各个参数
对基因开关及蛋白质浓度的影响．接着我们将进一
步研究系统的瞬态性质：平均首通时间，通过数值

模拟讨论各个参数对它的影响．

１　基因转录调控系统
考虑如下形式的基因转录调节系统：

ｄｘ
ｄｔ＝

ｋｆｘ
２

ｘ２＋Ｋｄ
－ｋｄｘ＋Ｒｂａｓ＋ζ（ｔ） （２）

其中，ζ（ｔ）为噪声强度为Ｄ，稳定性指标为α，偏斜参
数为β的Ｌéｖｙ噪声，它是Ｌéｖｙ过程Ｌ（ｔ）的时间导
数．当α＝２时，它退化为一般的高斯噪声．当不考虑
随机涨落因素时，系统（２）退化为确定性方程（１）．

图１　系统（１）的势函数

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｏｔｅｎｔｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）

本文取ｋｆ＝６，Ｋｄ＝１０，ｋｄ＝１，Ｒｂａｓ＝０．４，则对

应的确定性系统的势函数如图１所示，可以清楚的
看出此时基因转录调控系统具有双稳结构．其中，

ｘ１和ｘ３是稳定点，ｘ２是不稳定点．ｘ１表示基因处于

关的状态，相应的蛋白质浓度较低．ｘ３表示基因处

于开的状态，此时蛋白质浓度较高，系统处于一个

高转录的状态．当系统有两个稳定点时，在噪声的
作用下，蛋白质浓度会从一个稳定点向另一个稳定

点移动，使得蛋白质浓度水平发生变化，从而诱导

基因开关．为了研究各个参数对系统的影响，我们

采用稳态概率分布函数 ｐ（ｘ）来描述（２）式给出的
动力学方程的蛋白质浓度的分布状态．

２　稳态概率密度

系统（２）所对应的分数阶ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｋ方程［８］为


ｔ
Ｐ（ｘ，ｔ）＝－

ｘ
Ｆ（ｘ）Ｐ（ｘ，ｔ）＋（１２＋

β
２）Ｄ（ｔ）×

　Ｄαα＋Ｐ（ｘ，ｔ）＋（
１
２＋
β
２）Ｄ（ｔ）Ｄ

α
ｂ－Ｐ（ｘ，ｔ） （３）

式中Ｆ（ｘ）＝
ｋｆｘ

２

ｘ２＋Ｋｄ
－ｋｄｘ＋Ｒｂａｓ，然而方程（３）的解

析解一般是不可得的，在这里使用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法
进行模拟，式（２）的求解采用数值仿真方法：

ｘｎ＋１＝ｘｎ＋Ｆ（ｘｎ）＋Δｔ
１／αζ （４）

其中ζ为Ｌéｖｙ噪声．

图２　不同噪声强度下蛋白质浓度的样本路径和稳态概率密度

Ｆｉｇ．２　ＳａｍｐｌｅｐａｔｈｓａｎｄＳＰＤｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ

图２为不同噪声强度下蛋白质浓度的样本路
径和稳态概率密度图（α＝１．５，β＝０．３）．从图中可
以发现，当噪声强度比较小的时候，蛋白质浓度集

中在高浓度态，此时基因开关处于开的位置．增大
噪声强度，蛋白质的浓度始终以高浓度态为中心，

可见，非高斯 Ｌéｖｙ噪声的噪声强度的改变无法诱
导基因开关之间的转换．

图３给出了稳定性指标 α对系统的稳态概率
密度函数的影响（Ｄ＝０．３，β＝０．３）．如图所示，当

α＝１．１时，蛋白质的水平基本上集中在较低的状

态，基因处于“关”的位置．随着 α的增大，蛋白质

浓度ｘ逐渐地向的高浓度态移动．当α大到一定程

度时，系统的蛋白质水平则主要集中在高浓度态，

６２３
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其基因处于“开”的状态．可见通过调节 Ｌéｖｙ噪声
的稳定性指标可以实现基因状态从关到开的转换，

从而增大蛋白质的浓度．由于不同的稳定性指标代
表不同的噪声，因此可以说非高斯 Ｌéｖｙ噪声与高
斯噪声对系统的影响是完全不同的．

图３　不同稳定性指标下的蛋白质浓度的样本路径和稳态概率密度

Ｆｉｇ．３　ＳａｍｐｌｅｐａｔｈｓａｎｄＳＰＤｓｖｅｒｓｕｓｓｔａｂｉｌｉｔｙｉｎｄｅｘ

图４　不同偏斜参数下蛋白质浓度的样本路径和稳态概率密度

Ｆｉｇ．４　ＳａｍｐｌｅｐａｔｈｓａｎｄＳＰＤｓｖｅｒｓｕｓｓｋｅｗｎｅｓｓｐａｒａｍｅｔｅｒ

图４为不同的偏斜参数下的蛋白质的样本路径
与系统的稳态概率密度（Ｄ＝０．３，α＝１．３）．由图可
以看出，当β＝０．２时候，右边的峰值比较高，此时蛋
白质浓度主要集中在高浓度态，基因处于“开”的状

态．随着β的增加，蛋白质浓度逐渐由高浓度态向低
浓度移动．当β增大到一定程度时，系统的蛋白质浓
度水平则主要处于低浓度态，基因处于“关”的状态．
可见偏斜参数也可以作为基因开关的控制参量．当

α＝２时，Ｌéｖｙ噪声退化为高斯噪声，此时无论怎样

改变β，系统的稳态概率密度都不会发生变化，说明
偏斜参数在高斯情形下是个不相关的参数．

３　平均首通时间

Ｌéｖｙ噪声的稳定性指标与偏斜参数的改变可
以诱导基因在两个状态之间的转换．在双稳系统
中，我们感兴趣的是系统的瞬态性质，即基因从关

的状态转化到开的状态所需的时间．通过平均首通
时间来度量，它一般定义为系统从一个稳态出发穿

越势垒进入另一势阱所用时间的平均值．在取定的
系统参数下，系统的两个稳定点 ｘ１＝０．６５，ｘ３＝４．
３．固定系统的初始状态为低浓度态ｘ１，计算它首次
到达高浓度态 ｘ３所需的时间，在计算中取时间步
长Δｔ＝０．００１，计算 Ｎ＝１００００次样本数据取平均，
可得到基因状态实现从关到开的转换所需的时间．

图５　平均首通时间随稳定性指标的变化关系；

平均首通时间随偏斜参数的变化关系

Ｆｉｇ．５　ＭＦＰＴｖｅｒｓｕｓｓｔａｂｉｌｉｔｙｉｎｄｅｘ；ＭＦＰＴｖｅｒｓｕｓｓｋｅｗｎｅｓｓｐａｒａｍｅｔｅｒ

图５（ａ）给出了平均首通时间与稳定性指标 α
的函数关系．由图可以看出，在偏斜参数β固定的情
况下，随着稳定性指标α增加，平均首通时间的值逐
渐减小，说明稳定性指标有利于基因转录调控系统

实现两个状态间的跃迁，它的增大使得蛋白质浓度

更容易由低浓度态转移到高浓度态．在α＝２即高斯
噪声情形下，系统实现跃迁所需要的时间达到最小．

图５（ｂ）为平均首通时间作为偏斜参数 β的函
数图像，从图中可以看出，当稳定性指标α固定时，
随着β的增大，平均首通时间逐渐增大，这意味着蛋
白质从低浓度态转化到高浓度态所需的时间增加，

相应的基因从关到开的转换也更加困难．当 α＝２
时，Ｌéｖｙ噪声退化为高斯噪声，此时随着β的变化，

７２３
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系统的平均首通时间几乎保持不变．显然，Ｌéｖｙ噪
声与高斯噪声对系统的影响是完全不同的．

４　结论

用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法得到了一类非高斯噪声驱动
的基因转录调控系统的稳态概率密度函数，根据稳

态概率密度的变化，讨论了非高斯噪声的各个参数

对基因开关的影响．结果表明，噪声强度的改变无
法诱导基因状态的转换，而稳定性指标与偏斜参数

能够作为基因开关的控制参量．
此外，考虑了基因转录调节系统中蛋白质浓度

从低浓度态转化到高浓度所需的时间，并分析了非

高斯噪声的参数对它的影响．研究结果表明：在偏
斜参数β固定时，平均首通时间会随着稳定性指标

α的增大而减小，因此，稳定性指标的增大能够缩
短基因从关到开的转换时间．若稳定性指标 α固
定，随着偏斜参数 β的增大，平均首通时间逐渐增
大，可见偏斜参数会使得蛋白质浓度之间的转换变

得困难．同时，我们发现在非高斯噪声的影响下，系
统会呈现出与高斯噪声影响下不同的现象．
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