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基于拓扑马蹄的混沌动力学研究进展
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摘要　拓扑马蹄理论是混沌研究的重要分支，是迄今为止能够达到数学严格性的核心混沌研究方法之一．

基于简明的空间几何化思想，拓扑马蹄为非线性系统复杂行为的数值与理论研究搭建了一座桥梁，从而人

们可以进行混沌行为的不变集刻画、存在性证明、拓扑熵估计、以及内在机制揭示等一系列研究．本文希望

通过综述当今基于拓扑马蹄的混沌研究最新进展，使研究者深入了解这套功能强大的方法体系，并能加以

应用．本文首先从人们所熟知的Ｓｍａｌｅ马蹄开始介绍现代拓扑马蹄理论的发展历程；然后介绍了当今的拓扑

马蹄引理，讨论了拓扑马蹄存在条件和相应的搜寻方法；最后，利用拓扑马蹄研究的工具箱 ＨｓＴｏｏｌ，以经典

离的散Ｈéｎｏｎ映射和著名的Ｓａｉｔｏ电路为例，展示其拓扑马蹄的研究过程．

关键词　混沌，　拓扑马蹄，　符号动力学，　拓扑熵，　庞加莱映射

引 言

混沌动力学一般是指在动力学系统中表现出

来的复杂的、貌似无规则的长期的随机行为，它遵

循简单的，确定性的规则．在动力学系统中这种行
为是随处可见的，例如电路，震荡化学反应，流体动

力学，行星主体的运动等．
混沌的特点是对初始条件的敏感依赖性，也就

是说一个动力系统若从两个初始状态开始演化，不

管两者初值有ｆ：Ｄ→ｆ（Ｄ）Ｒ２多接近，但经过一段
时间后，两者之间表现出明显不同．这种性质在自
然界、工程学中是普遍存在的．著名的蝴蝶效应就
是个例子，这正好解释了为什么提前几天的天气预

测不能准确．
从几何方面来看，在混沌的一系列的数值特征

中，由Ｓ．Ｓｍａｌｅ发现的马蹄是最重要的特征［１］．现
在的马蹄和它的相关理论已发展成非线性学科的

一个重要分支，并且在很多学科中都有广泛的应

用，包括机械系统、非线性电路、神经网络、化学感

应动力学系统等．因此，本文总结和论述了马蹄理
论的发展历程、重要结论以及应用方法．

１　从Ｓｍａｌｅ马蹄到拓扑马蹄

本节中，我们先回顾一下 Ｓｍａｌｅ马蹄，然后分

析其本质，进而引出现代拓扑马蹄理论．

图１　Ｓｍａｌｅ马蹄以及其中的横条和竖条

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｍａｌｅｈｏｒｓｅｓｈｏｅａｎｄｉｔｓｖｅｒｔｉｃａｌａｎｄｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｓｔｒｉｐｓ

我们知道，一个同胚映射，如果存在 Ｓｍａｌｅ马
蹄，那么该映射必然混沌．考虑一个正方形 ＤＲ２，
以及微分同胚．如果 ｆ将 Ｄ映射成图 １所示的图
形，即，首先Ｄ沿竖直方向以小于１／２的比例收缩，
然后水平方向以大于２的比例拉伸，最后折叠成马
蹄形状覆盖到Ｄ上，那么我们称 ｆ在 Ｄ上有 Ｓｍａｌｅ
马蹄．在处理实际问题时，Ｄ的形状并不要求一定
是正方形，ｆ（Ｄ）也不一定像图１那样规则，只要 Ｄ
和ｆ（Ｄ）能保持像图１那样的相对位置关系（也就
是同胚）即可．具体来说：ｆ（Ｄ）在单连通闭合区域
Ｄ的上边界Ｄｕ和下边界Ｄｂ之间，经过其左边界Ｄｌ

和右边界Ｄｒ穿过Ｄ；这里ｆ（Ｄｌ）和 ｆ（Ｄｒ）必须位于

同一侧，而对于另一侧，ｆ（Ｄｕ）和ｆ（Ｄｂ）正好穿过两
次．

Ｓｍａｌｅ马蹄的本质可以利用 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ移位映
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射做出解释．从图１中不难发现 ｆ（Ｄ）∩Ｄ是由两
部分构成，即上横条Ｄ－１和下横条Ｄ

－
２．由于ｆ是微分

同胚，它们的原像分别为左竖条 Ｄ１＝ｆ
－１（Ｄ－１）和右

竖条Ｄ２＝ｆ
－１（Ｄ－２）．于是可以证明 ｆ存在着一个有

着分形结构的不变集

Λ｛ｘ｜ｆｎ（ｘ）∈（Ｄ１∪Ｄ２）∩（Ｄ
－
１∪Ｄ

－
２），ｎ取所

有整数｝，并且ｆ与Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ移位映射拓扑共轭，具
体过程可参考文献［２－３］．

尽管Ｓｍａｌｅ马蹄很好的解释了混沌的本质，但
实际应用时却并不容易．首先，许多混沌系统不存
Ｓｍａｌｅ马蹄；然后，ｆ为微分同胚的要求过强．此外，
Ｓｍａｌｅ马蹄研究中还会涉及紧致不变集中双曲性的
证明，这时需要满足映射的光滑性和雅克比矩阵的

条件，从而导致应用时的计算困难，甚至从根本上

不可行．为此，人们以符号动力学为工具［４］，从不同

的方向对上述理论进行改进，如覆盖关系理论［５］，

Ｃｏｎｌｅｙ指标理论［６］，计算同调论［７］，模版分析

法［８－９］，以及基于度量空间的拓扑马蹄理论［１０－１２］．
其中拓扑马蹄理论是对Ｓｍａｌｅ马蹄的直接推广，应
用范围较广．拓扑马蹄的定义如下：

定义１．１：　设 ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ是一连续映射，若存
在ｆ的一个紧致的不变子集 ΛＲｎ，使得 ｆ限制在

Λ上与ｍ移位映射 σ（半）拓扑共轭，即存在从集
合Λ上到空间Σｍ的（满射）同胚ｈ：Λ→Σｍ，使得 ｈ

ｆ／Λ＝σｈ，那么称ｆ具有拓扑马蹄．
这里的 Σｍ是一个 Ｃａｎｔｏｒ集．σ在 Σｍ上有无

穷可数个周期轨，无穷不可数个非周期轨，以及一

个稠密轨道．σ的拓扑熵为正，对初值具有敏感依
赖性，因此混沌．根据拓扑共轭的定义，Σｍ代表着
混沌不变集的复杂分形结构．

该拓扑马蹄理论涉及的内容是度量空间中含

有紧不变集的连续映射的行为．只要交叉数 ｍ不
少于２，就可以和 Ｓｍａｌｅ马蹄一样证明两个互不相
交的子集满足相互穿过关系．受到文章［１０－１３］
所做工作的启发，文献［１１－１４］提出了关于分段
连续映射的拓扑马蹄引理．该理论更加实用，具体
如下．

设Ｘ是度量空间，Ｄ是Ｘ的紧子集，在 Ｄ中存
在互不相交的紧致子集 Ｄ１，…，Ｄｍ－１，Ｄｍ，ｆ：Ｄ→Ｘ
为连续映射，显然ｆ｜Ｄｉ都连续．

定义１．１令γ是Ｄ的紧子集，对于任意１≤ｉ≤

ｍ，γｉ＝γ∩Ｄｉ非空且紧致，则称γ为对应于Ｄ１，…，
Ｄｍ－１，Ｄｍ的连接．γ为一簇对应于 Ｄ１，…，Ｄｍ－１，Ｄｍ
的连接，若

γ∈Ｆｆ（γｉ）∈Ｆ
则Ｆ称为对应于Ｄ１，…，Ｄｍ－１，Ｄｍ的ｆ－连接簇．

定理１．１（拓扑马蹄引理）假设存在一个对应
于Ｄ１，…，Ｄｍ－１，Ｄｍ的 ｆ－连接簇 Ｆ，那么将存在一
个紧致不变集ＫＤ，使得Ｆ｜Ｋ与一个ｍ移位映射
半共轭，且ｆ拓扑熵ｅｎｔ（ｆ）≥ｌｏｇｍ．

２　拓扑马蹄存在的条件

拓扑马蹄引理由于是基于拓扑学上的描述，所

以在应用时有一定难度，下面我们给出定理２．１的
一些较直观的推论，首先需要引入“穿过”和“截

隔”概念．
定义２．１：　令Ｄ１ｉ和Ｄ

２
ｉ为Ｄｉ的两个互不相交

的紧子集，对于Ｄｉ的一个连通子集 ｌ，若 ｌ∩Ｄ
１
ｉ≠

和ｌ∩Ｄ２ｉ≠，则称ｌ连接Ｄ
１
ｉ和Ｄ

２
ｉ，表示为Ｄ

１
ｉ
ｌＤ２ｉ．

定义２．２［１５］：　令 ｌＤｉ为一个连通子集，如

果ｌ有一个子集ｌ′，使ｆ（ｌ′）Ｄｊ且 Ｄ
１
ｉ
ｆ（ｌ′）Ｄ２ｉ，我们

称ｆ（ｌ）从Ｄ１ｊ和Ｄ
２
ｊ上恰当穿过 Ｄｊ，记为 ｆ（ｌ）｜→Ｄｊ

（如图２）．如果 Ｄｉ中，对于任意满足 Ｄ
１
ｉ
ｌＤ２ｉ的连

通子集ｌ，ｆ（ｌ）｜→Ｄｊ都成立，我们就称对于（Ｄ
１
ｉ，Ｄ

２
ｉ）

和（Ｄ１ｊ，Ｄ
２
ｊ），ｆ（Ｄｉ）恰当穿过Ｄｊ，记为ｆ（Ｄｉ）｜→Ｄｊ．

图２　二维和三维连续映射中的一维恰当穿过

Ｆｉｇ．２　Ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｆｔｈｅ２Ｄａｎｄ３Ｄｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｍａｐｐｉｎｇ

ａｒｅｐａｓｓｅｄｔｈｒｏｕｇｈａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｌｙ

根据上述定义，不难看出，这里的“恰当穿过”

具有传递性，即，若ｆ（Ｄｉ）｜→Ｄｊ且 ｆ（Ｄｊ）｜→Ｄｈ，则 ｆ
（Ｄｉ）｜→Ｄｈ．该性质不仅有助于拓扑马蹄的寻找，还
能得出下面定理和推论，证明见文献［１７］．

定理２．１［１５］：　如果对任意１≤ｉ，ｊ≤ｍ，ｆ（Ｄｉ）｜

→Ｄｊ恒成立，那么必然存在一个紧不变集ＫＤ，使

４９２
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ｆ｜Ｋ半共轭于双边 ｍ移位映射 σ｜Σｍ，并且拓扑熵
ｅｎｔ（ｆ）≥ｌｏｇｍ．

推论２．１［１２］：　如果 Ｄ存在两个完全不相交
的紧子集Ｄ１和 Ｄ２，ｆ

ｍ｜Ｄ１和 ｆ
ｎ｜Ｄ２是微分同胚，这

里ｍ和ｎ是正整数，并且 ｆｍ（Ｄ１）｜→Ｄ１，ｆ
ｍ（Ｄ１）｜→

Ｄ２且ｆ
ｎ（Ｄ２）｜→Ｄ１，那么存在一个紧不变子集 Ｋ

Ｄ使ｆ２ｍ＋ｎ｜Ｋ半共轭于２位移映射，并且拓扑熵为

ｅｎｔ（ｆ）≥ １
２ｍ＋ｎｌｏｇ２

如果我们把上面的“穿过”改用一个新术语

“截隔”或“余维穿过”，也就是将上面映射的“拉

伸”变为“收缩”、“收缩”变为“拉伸”，那么关于

“穿过”的几乎所有结论，都可类比到存在多维拉

伸的超混沌映射．下面，假设Ｄ中存在ｍ个完全不
相交的连通子集Ｂ１，…，Ｂｍ，对于任意Ｂｉ，ｆ连续，且

在边界Ｂｉ上都有 Ｂ
１
ｉ和 Ｂ

２
ｉ两个互不相交的非空

紧子集．
定义２．３［１５－１６］：　如果 ＳＢｉ，且对于任意连

接Ｂ１ｉ和Ｂ
２
ｉ的ｌ，都满足ｌ∩Ｓ≠φ，则我们称Ｓ是Ｂ

１
ｉ

和Ｂ２ｉ的截隔（见图３）．假设 ｆ：Ｂｉ→Ｂｊ对于每个 Ｂ
１
ｉ

和Ｂ１ｉ的间隔Ｓ，使ｆ（Ｓ）∩Ｂｊ为（Ｂ
１
ｊ，Ｂ

２
ｊ）的截隔，我

们就称对于（Ｂ１ｉ，Ｂ
２
ｉ）和（Ｂ

１
ｊ，Ｂ

２
ｊ），ｆ（Ｂｉ）截隔或余维

穿过Ｂｊ，记为ｆ（Ｂｉ）｜→Ｂｊ．

图３　截隔ｓ和ｆ（Ｓ）∩Ｂｊ

Ｆｉｇ．３　ＳｅｐａｒａｔｔｉｏｎＳａｎｄｆ（Ｓ）∩Ｂｊ

定理２．２［１６－１７］：　对任意１≤ｉ，ｊ≤ｍ，ｆ（Ｂｉ）｜→
Ｂｊ恒成立，那么必然存在一个紧不变集 ＫＤ，使 ｆ

｜Ｋ半共轭于ｍ移位映射，且ｅｎｔ（ｆ）≥ｌｏｇｍ．
上述定理也有与推论２．１类似的推论，这里由

于篇幅关系就不再赘述了．在拓扑马蹄在使用时，
定理２．１和２．２条件较强，但估计出的拓扑熵较接
近真实值，而推论２．１的判定条件最弱，但其拓扑
熵偏小，通常用在混沌判定上．

为了找出一个混沌系统的拓扑马蹄，如果是连

续时间系统，我们首先需要选取一个合适的

Ｐｏｉｎｃａｒé截面，将其转化为 Ｐｏｉｎｃａｒé映射．在选取
Ｐｏｉｎｃａｒé截面时，要避免轨线与截面的相切，这会
造成映射的不连续性．由于拓扑马蹄中蕴含了大量
的双曲周期轨道，因此寻找映射的拓扑马蹄的第一

步就是搜索出双曲的短周期轨道．对于这些周期轨
道，我们需要知道它们的稳定和不稳定流形的方

向，因为其分别对应于拓扑马蹄的收缩和拉伸．接
着可以通过尝试的方法，分别围绕每个周期点，取

上述的紧子集 Ｄｉ或 Ｂｉ，并通过调节其边界和 ｆ的
迭代次数，使其满足定理或推论中的判定条件．

３　混沌系统的计算机辅助分析与验证

拓扑马蹄寻找常常需要依靠大量的尝试，为了

解决二维映射的拓扑马蹄寻找问题，我们设计编写

了一个ＭＡＴＬＡＢ工具箱 ｓＴｏｏｌ，使寻找马蹄的工作
变得简单高效，其界面如下图４所示．采用这种方
式，已经成功找出三维 Ｇｌａｓｓ网络［１８］、分数阶统一

混沌系统［１９］、飞船电力系统［２０］的拓扑马蹄．下面
先以Ｈéｎｏｎ映射为例，简要介绍利用 ＨｓＴｏｏｌ工具
箱寻找拓扑马蹄的过程［１２］，然后类比到 Ｓａｉｔｏ超混
沌电路的拓扑马蹄寻找中．

Ｈéｎｏｎ映射的方程如下
（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）＝Ｈ（ｘｋ，ｙｋ）＝（１－ａｘ

２
ｋ＋ｂｙｋ，ｘｋ）

当参数选择ａ＝１．４、ｂ＝０．３时，系统吸引子如
图４所示［２１］．

图４　工具箱界面截图、吸引子序列Ｓ和短不稳定周期轨位置

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｓｃｒｅｅｎｓｈｏｔｏｆｈｓｔｏｏｌｉｎｔｅｒｆａｃｅ，ａｔｔｒａｃｔｏｒｓｅｒｉｅｓＳ

ａｎｄｔｈｅｐｌａｃｅｏｆｕｎｓｔａｂｌｅｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔ

步骤 １．首先找到不稳定周期轨．我们取 ｋｍａｘ
＝５０００，点击“ｓｔａｒｔ”算出吸引子序列Ｓ．接着，令周
期ｌ＝２，周期轨精度δ＝０．１，点击“ｓｈｏｗＵＰＯｓ”，确

５９２
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定存在２周期的不稳定周期轨的大致位置．
步骤 ２．为了选取一个合适的子集 Ｄ１，点击

“ＴａｋｅＤ＿１”，围绕一个周期点，选取又长（对应于
拉伸方向）又窄（对应于收缩方向）的多边形．操作
时，用鼠标左键选取多边形定点位置，点击鼠标右

键结束．在“Ｂｏｒｄｅｒｉｎｐｏｌｙｇｏｎ”中输入“［１，４］”，表
示多边形的第１条边为Ｄ１１，第４条边为Ｄ

２
１．我们沿

这个曲线（也就是扩张最快的方向）围绕这条不稳

定周期轨选取一个又长又窄的多边形作为Ｄ１接着
设置“Ｉｔｅｒａｔｉｎｇｔｉｍｅｓ”为．．，点击“Ｈ^２（Ｄ＿１）”进行
映像计算，点击“ｌａｂｅｌ”会自动标注原像和影像的对
应关系，如图５所示．为了确保 ｆｍ（Ｄ１）｜→Ｄ１，这里
可做多次尝试．

图５　选择Ｄ１，使满足ｆ２（Ｄ１）｜→Ｄ１

Ｆｉｇ．５　ＳｅｌｅｃｔＤ１ｗｉｔｈｆ２（Ｄ１）｜→Ｄ１

图６　ｆ６（Ｄ１）穿过Ｈ－２（ＳＤ１）的上部分的邻域

Ｆｉｇ．６　ｆ６（Ｄ１）ａｃｒｏｓｓｔｈｅｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄＨ－２（ＳＤ１）

步骤 ３．选取一个多边形Ｄ２．为了同时满足ｆ
ｍ

（Ｄ１）｜→Ｄ２且ｆ
ｎ（Ｄ２）｜→Ｄ１．我们一方面以ｌ的整数

倍增加ｍ的取值，另一方面，观测多边形 Ｄ１所围

的点ＳＤ１的ｎ次原像Ｈ
－ｎ（ＳＤ１）的位置，通过合理的

选择ｍ和ｎ，即可使 ｆｍ（Ｄ１）穿过 Ｈ
－ｎ（ＳＤ１）的某部

分的邻域．为此，我们在“ＳｅｌｅｃｔＤ＿ｉ”列表中选择

Ｄ１，设置“Ｒｅｖｅｒｓｅｉｔｅｒａｔｅ”次数为 ｎ＝２，点击“Ｈ
－２

（ＳＤ１）”，结果如图６所示．

这时，我们围绕这个领域选择 Ｄ２，使 ｆ
ｎ（Ｄ２）｜

→Ｄ１成立．接着，微调Ｄ１和Ｄ２的位置，使推论２．１
的条件全满足，并预留一定的误差容忍范围．结果
找到的马蹄如图７所示，不难发现同时满足条件
Ｈ６（Ｄ１）→Ｄ１、Ｈ

６（Ｄ１）→Ｄ２和 Ｈ
２（Ｄ２）｜→Ｄ１，因此

对应的拓扑熵为不小于
１
１４ｌｏｇ２．

图７　所选择的Ｄ２在Ｈ２恰当穿过Ｄ１

Ｆｉｇ．７　ＳｅｌｅｃｔｅｄＤ２ｗｈｉｔｈＤ１ｐｒｏｐｅｌｙａｃｒｏｓｓＨ２

接下来，我们研究Ｓａｉｔｏ超混沌电路，其无量纲
动力学方程为：

ｘ＝－ｚ－ｗ，　ｙ＝γ（２δｙ＋ｚ）
ｚ＝ρ（ｘ－ｙ），　εｗ＝ｘ－ｈ（ｗ）

这里ｈ（ｗ）＝ｗ－（｜ｗ＋１｜－｜ｗ－１｜）为分段线性函
数．当参数γ＝１，δ＝１，ρ＝１４，ε＝０．０１时，系统有
个吸引子如图８所示［２２］．由于该系统是连续时间
系统，我们以 Ｐ：ｘ４＝－１为 Ｐｏｉｎｃａｒé截面，定义
Ｐｏｉｎｃａｒé映射为ｐ：Ｐ→Ｐ，对于任意 ｘ∈Ｐ，π（ｘ）表
示由初始条件ｘ出发的轨道首次负向穿过 Ｐ的回
归点．

图８　系统相图

Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｔｈｅｈｐｅｒｃｈａｏｓＳａｔｉｏｃｉｒｃｕｉｔ

利用截隔（余维穿过）寻找拓扑马蹄的过程与

上面类似，不同是π的维数为３维．幸运的是，该混

６９２
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沌系统的双曲性很强，最终的吸引子看起来几乎处

在一个平面上，如图９所示．为了便于拓扑马蹄的
寻找，可以引入Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ变换

Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］
Ｔ＝Ｑ［ｘ，ｙ，ｚ，ｗ］Ｔ

将坐标系旋转，使 ｐ的拉伸的方向大致与平面
ｘ１０ｘ２平行，收缩方向在平面以外．这时，我们只需

要考虑复合映射π＝Ｑ－１ｐＱ的 ｘ１和 ｘ２坐标，用
ＨｓＴｏｏｌ在ｘ１ｏｘ２面上选取多边形，寻找二维拉伸的
拓扑马蹄．这个寻找过程与前面Ｈéｎｏｎ映射的过程
类似，这里就不赘述了．找到两个合适的多边形后，
沿着ｘ３坐标方向，分别向上向下平移一个小距离
作为上下面，得出多面体ａ和ｂ，如图１０所示．

图９　Ｐｏｉｎｃａｒé映射π的吸引子

Ｆｉｇ．９　ＴｈｅａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆＰｏｉｎｃａｒéｍａｐπ

图１０　π３（ａ）截隔ａ和ｂ，π３（ｂ）截隔ａ和ｂ

Ｆｉｇ．１０　π３（ａ）ａｎｄπ３（ｂ）ｓａｐｅｒａｔｅａａｎｄｂ

４　结论

本文综述了近年来基于拓扑马蹄的混沌动力

学研究进展．首先，对最早的 Ｓｍａｌｅ马蹄进行了回
顾，分析其本质，引出了现代拓扑马蹄理论给出了

拓扑马蹄引理；综述了分别基于“穿过”和“余维穿

过”（截隔）关系的拓扑马蹄的判断条件，介绍了它

们的应用思路；最后，我们利用拓扑马蹄研究的工

具箱ＨｓＴｏｏｌ，以经典离的散 Ｈéｎｏｎ映射为例，详细
介绍了ＨｓＴｏｏｌ的使用方法，以及基于“穿过”关系
的拓扑马蹄寻找过程；对于著名的 Ｓａｉｔｏ电路，由于
是连续时间超混沌系统，需要先转换成Ｐｏｉｎｃａｒé映
射，降维后再利用 ＨｓＴｏｏｌ．本文工作有助于混沌研
究者快速了解拓扑马蹄理论，以及研究问题的工具

和方法．
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