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摘要　采用了微分－代数方程求解的雷同策略，只在离散区段内满足无约束的积分，而在离散节点处则用

约束冲量（Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子向量）让轨道发生转折，给出了非完整约束动力系统的离散积分格式．数值例题的

效果表明，本文给出的积分算法严格满足节点的非完整约束，具有良好的长时间积分性能．

关键词　数值积分，　非完整约束，　参变量变分原理，　非线性

引 言

对于有约束的动力学系统，有完整系统和非完

整系统的划分［１－３］．关于广义位移的代数等式约束
是完整系统（ｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ），因为运用隐函数定
理，可将代数约束方程预先满足并加以消元，成为

减维的无约束系统．如果不能将约束通过消元的方
法变换到独立广义位移的系统，则为非完整（ｎｏｎ－
ｈｏｌｏｎｏｍｉｃ）系统，此时又可分为微分等式约束和不
等式约束两类．不能用分析法积分的微分等式约束
对于数值积分提出了很多问题，本文讨论此类问题

的数值积分算法．
Ｋｏｏｎ和Ｍａｒｓｄｅｎ［４］给出了非完整系统的哈密

顿和拉格朗日描述方法．该文只论述连续时间的理
论，无数值求解．刘世兴和郭永新等［５］利用保辛算

法对一类特殊的非完整力学系统的动力学性质进

行数值研究，表明辛算法在这类特殊的非完整力学

系统的数值计算中的优越性．Ｃｏｒｔéｓ［６］基于离散形
式的Ｌａｇｒａｎｇｅ－ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理给出了求解非完
整约束系统的数值积分方法，此方法可保证数值积

分结果的能量守恒．Ｂｅｔｓｃｈ［７］提出了求解含完整和
非完整约束混合约束机械系统的一种能量保持积

分方法．ＭｃＬａｃｈｌａｎ等［８］基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ－ｄ’Ａｌｅ
ｍｂｅｒｔ原理，讨论了非完整约束系统的线性隐式、半
隐式或隐式积分方法，并讨论了算法的可逆性．
Ｆｅｒｒａｒｏ等［９］给出了非完整约束系统的一种几何积

分方法，此方法可以保持系统的动量，可以近似平

均满足非完整约束．

由于非完整约束含有微分等式方程，数值求解

时要求处处严格满足非完整约束一般很困难，表明

只能离散时间求解．文献［６－８］提出的数值积分
方法都将非完整约束中出现的速度用差分近似，文

献［９］中的数值方法虽可以保持系统的动量，但也
只能近似平均满足非完整约束．

本文以离散时间求解出发予以数值积分求解．
采用了微分 －代数方程求解的雷同策略［１０］，只在

离散区段内满足无约束的积分，约束条件成为区段

差分约束也能满足；而在离散节点处则用约束冲量

（Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子向量）让轨道发生转折，给出了非完
整约束动力系统的离散积分格式．数值例题的效果
表明，本文给出的积分算法在节点处以及在区段的

差分近似，均能严格满足非完整约束，并具有良好

的长时间积分性能．

１　连续非完整约束动力系统的分析表述

假设系统的广义坐标为 ｑ＝｛ｑ１　ｑ２　…　
ｑｎ｝Ｔ，并受到ｍ个非完整约束，假设不包含约束的
动力系统的拉格朗日函数为 Ｌ（ｑ，ｑ），而非完整约
束为

Ｇ（ｑ）ｑ＝０ （１）
其中Ｇ为ｍ×ｎ维满秩矩阵．则连续约束系统的动
力学方程为

ｄ
ｄｔ
Ｌ
( )ｑ －Ｌｑ＋ＧＴλ＝０ （２）

以上的约束（１）是在位移空间表达的，其中λ＝｛λ１
　λ２　…　λｍ｝

Ｔ为拉格朗日乘子向量，即参变量
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向量，λＴＧ（ｑ）的意义是约束外力．
此系统的拉格朗日－达朗贝尔原理为

δＳ＝δ∫
η

０
Ｌ（ｑ，ｑ）ｄｔ－∫

η

０
λＴＧ（ｑ）δｑｄｔ＝０（３）

在执行变分时，外力不变分．于是

δＳ＝∫
η

０
｛（δｑ）ＴＬｑ

＋（δｑ）ＴＬｑ
｝ｄｔ－

　∫
η

０
（δｑ）ＴＧＴ（ｑ）λｄｔ＝∫

η

０
（δｑ）Ｔ｛Ｌｑ

－ｄｄｔ
Ｌ
ｑ
－

　ＧＴ（ｑ）λ｝ｄｔ＋（δｑ）ＴＬ
ｑ

（４）

利用ｐ＝Ｌ
ｑ
得到

δＳ＝∫
η

０
（δｑ）Ｔ｛Ｌｑ

－ｄｄｔ
Ｌ
ｑ
－ＧＴ（ｑ）λ｝ｄｔ＋

　ｐＴ（η）δｑ（η）－ｐＴ（０）δｑ（０） （５）
因区段内δｑ的任意性，则得到方程（２）给出的动力
学运动方程．

通过 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系，可得到
非完整约束动力系统的哈密顿方程．引入广义动量

ｐ＝Ｌ
ｑ

（６）

通过方程求解，可以将ｑ表示为
ｑ＝ｆ（ｑ，ｐ） （７）

然后并定义哈密顿函数为

Ｈ（ｑ，ｐ）＝ｐＴｑ－Ｌ（ｑ，ｑ） （８）
则动力学方程为

ｑ＝Ｈ
ｐ
，ｐ＝－Ｈ

ｑ
－ＧＴλ （９）

参变量变分原理不能将约束方程也推出，应另外表

达为

Ｇ（ｑ）·Ｈ
ｐ
（ｑ，ｐ）＝０ （１０）

用调整参变量的方法来满足之．对应方程的变分原
理为

δＳ＝δ∫
η

０
［ｐＴｑ－Ｈ（ｑ，ｐ）］ｄｔ－

　∫
η

０
（δｑ）ＴＧＴ（ｑ）λｄｔ＝０

执行变分得到

δＳ＝∫
η

０
［（δｑ）Ｔｐ－（δｑ）ＴＨｑ

］ｄｔ＋∫
η

０
（δｐ）Ｔ（ｑ－

　Ｈ
ｐ
）ｄｔ－∫

η

０
（δｑ）ＴＧＴ（ｑ）λｄｔ＝

　∫
η

０
（δｑ）Ｔ［－ｐ－Ｈｑ

］ｄｔ＋∫
η

０
（δｐ）Ｔ（ｑ－

　Ｈ
ｐ
）ｄｔ－∫

η

０
（δｑ）ＴＧＴ（ｑ）λｄｔ＋ｐＴδｑ

η

０
（１１）

因区域内δｑ和 δｐ的任意性得到方程给出的动力
学运动方程．应看到，拉格朗日 －达朗贝尔原理不
是标准的变分原理，非完整约束项不能全部放在扩

展Ｌａｇｒａｎｇｅ函数中的．
哈密顿函数对时间做全微商给出

ｄＨ
ｄｔ＝（ｑ）

ＴＨ
ｑ
＋（ｐ）ＴＨ

ｐ
（１２）

利用方程（９）可得到
ｄＨ
ｄｔ＝

Ｈ
( )ｐ

ＴＨ
ｑ
＋ －Ｈ

ｑ
－ＧＴ( )λＴＨ

ｐ
＝

　－λＴＧＨｐ
（１３）

然后根据约束条件的方程（１０）得到
ｄＨ
ｄｔ＝０ （１４）

因此系统能量守恒．

２　非完整约束动力系统的离散

回顾微分 －代数方程求解［１０］，约束只要在离

散节点处满足，而在离散后的区段内部可按无约束

系统的规则运动．将连续时间均匀离散为长度为 η
的时间段

ｔ０＝０，ｔ１＝η，…，ｔｋ＝ｋη，… （１５）

时间区段ｋ＃：（ｋ－１）η～ｋη．动力学可以逐步积分，
故只要讲明白一个区段ｋ＃如何恰当积分就可以了．
因为是初值积分，要给出ｋ＃区段初始时的状态向量
ｑｋ－１，ｐｋ－１，根据ｑｋ－１，ｐｋ－１积分出ｑｋ，ｐｋ就可以了．

考虑ｋ＃：（ｋ－１）η～ｋη的区段积分．初始的
ｑｋ－１，ｐｋ－１应满足节点 ｋ－１的约束条件．将 ｋ

＃区段

的约束力集中到两端节点处，在 ｔｋ－１处有约束反力

λｋ＃ｋ－１，在ｔｋ处有约束反力λ
ｋ＃
ｋ．于是一个区段的积分

可分解为３阶段：第一阶段，节点 ｋ－１的转折变
换，由于在 ｔｋ－１处有约束反力 λ

ｋ＃
ｋ－１，将 ｐｋ－１变换到

ｐ′ｋ－１；第二阶段，在ｋ
＃时间区段内按照无约束时的

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数积分，以得到 ｑｋ，ｐ′ｋ；第三阶段，转折

变换，由于在 ｔｋ处有约束反力 λ
ｋ＃
ｋ，将 ｐ′ｋ变换到

ｐｋ．在上述过程中，约束反力λ
ｋ＃
ｋ－１和λ

ｋ＃
ｋ 是两个未知

向量，确定它们可满足非完整约束．条件是两个约
束，即区段的差分约束和ｔｋ处的节点约束，即

Ｇ
ｑｋ＋ｑｋ－１( )２

ｑｋ－ｑｋ－１
η

＝０，

４９１
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Ｇ（ｑｋ）
Ｈ
ｐ
（ｑｋ，ｐｋ）＝０ （１６）

一定要明确，ｍ维约束是指有 ｍ个非完整等
式约束方程；这是当前起作用的约束，即 ｍ个主动
约束．如果约束完全是不起作用的，则运动等于没
有约束，就是无约束运动了．主动非完整约束的数
目就是ｍ，是当前起作用的约束数．在一个时间点
处，ｍ是不变的，除非出现矩阵 Ｇ非满秩的情况．
否则，在一个时间点突然发生约束数目的变化，则

就产生碰撞了．出现碰撞时，恰当数学处理方法是
参变量变分原理，不在本文讨论．

让节点和区段约束条件全得到满足是转折变

换的任务，应在每个转折变换时各提供 ｍ个参变
量待定．节点ｋ－１处的约束条件是表达的，约束矩
阵Ｇ是ｍ×ｎ的，有ｍ个约束方程．表达为

ＧＨ（ｑｋ－１）＝

ｇ１


ｇ










ｍ

，ｇｉ·ｑ＝０，ｉ＝１，…，ｍ （１７）

其中ｇｉ（ｑｋ－１）是ｎ维的行向量，代表ｎ维动量空间
的切平面．矩阵 Ｇ（ｑｋ－１）是满秩的，任何向量 ｑ只

要与约束切面ｇ１，ｇ２，…，ｇｍ全正交，就满足了约束
条件．

先讲第一阶段．因为位移 ｑｋ－１未曾变化，故冲

量产生的效果就是动量发生变化．从 ｐｋ－１变换到

ｐ′ｋ－１产生了Δｐｋ－１＝ｐ′ｋ－１－ｐｋ－１，Δｐｋ－１就是ｍ个非
完整约束所产生的冲量（Ｉｍｐｕｌｓｅ）．因轨道转折，节
点ｋ－１的ｍ维约束会产生维的约束冲量λｋ＃ｋ－１．Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ参数λ是与（１）对应的，因此有方程

ｐ′ｋ－１＝ｐｋ－１＋Ｇ
Ｔ（ｑｋ－１）λ

ｋ＃
ｋ－１

再讲第二阶段，不在区段内考虑差分约束方程

的积分，成为在无约束下的自由运动，区段作用量

就是Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的积分

Ｓｋ ＝∫
ｔｋ

ｔｔ－１
Ｌ（ｑ，ｑ）ｄｔ （１８）

作用量的变分可表达为其两端的动量的虚功

δＳｋ＝（ｐ′ｋ－１）
Ｔδｑｋ－１－（ｐ′ｋ）

Ｔδｑｋ （１９）
因此可以得到

Ｓｋ
ｑｋ－１

＝－ｐ′ｋ－１，
Ｓｋ
ｑｋ
＝ｐ′ｋ （２０）

熟知的无约束动力学积分．
第三个阶段是将无约束自由运动的节点 ｋ的

动量ｐ′ｋ通过转折变换到 ｐｋ，由于节点 ｋ处受冲量

λｋ＃ｋ，因此有

ｐｋ＝ｐ′ｋ＋Ｇ
Ｔ（ｑｋ）λ

ｋ＃
ｋ （２１）

参变量λｋ＃ｋ－１和 λ
ｋ＃
ｋ 的选择是使得区段和节点的非

完整约束

Ｇ
ｑｋ＋ｑｋ－１( )２

ｑｋ－ｑｋ－１
η

＝０，

Ｇ（ｑｋ）
Ｈ
ｐ
（ｑｋ，ｐｋ）＝０

全部满足．

３　数值算例

算例１：　考虑冰刀在一斜平面上的运动（见参考
文献２第１．２．５节），其拉格朗日函数为

Ｌ＝１２（ｘ
２＋ｙ２＋φ２）＋ｘ （２２）

非完整约束为

ｘｓｉｎφ－ｙｃｏｓφ＝０ （２３）
其动力学方程和约束条件为

ｘ̈＋λｓｉｎφ－１＝０　ｙ̈－λｃｏｓφ＝０

φ̈＝０　ｘｓｉｎφ－ｙｃｏｓφ＝０ （２４）
如果取初始条件为

ｘ（０）＝ｙ（０）＝φ（０）＝ｘ（０）＝ｙ（０）＝０，
φ（０）＝ω （２５）

则解析为

ｘ＝ｓｉｎ
２ωｔ
２ω２

，ｙ＝１
２ω２
（ωｔ－１２ｓｉｎ２ωｔ）

φ＝ωｔ，　λ＝２ｓｉｎωｔ （２６）
此系统是保守系统，能量守恒．

如果取 ω＝１，采用时间步长 ０．１和 ０．０１积
分，积分区间为０－１００．此问题有解析解，因此定
义如下的状态向量相对误差

ｅｖ＝
‖ｖｎｕｍｅｒｉｃａｌ－ｖａｎａｌｙｔｉｃａｌ‖２

‖ｖａｎａｌｙｔｉｃａｌ‖２
（２７）

其中ｖ＝｛ｘ，ｙ，φ，ｘ，ｙ，φ｝Ｔ为系统的状态向量．由于
此系统能量守恒，因此定义能量的相对误差为

ｅＨ＝
Ｈｎ－Ｈ０
Ｈ０

（２８）

其中Ｈｎ为数值积分给出的 ｎη时刻的能量，而 Ｈ０
为系统的真实能量．为检验数值结果满足非完整约
束的精度，可将数值积分结果代入约束方程，比较

与０之间的误差．
图１－３分别给出了状态向量的相对误差，能

量的相对误差和约束的误差．图１－３中上面的曲

５９１
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线是积分步长为０．１的结果，而下面的曲线是积分
步长为０．０１的结果．两种不同时间步长的积分结
果比较表明，积分格式是２阶精度．图２表明，能量
虽然不严格守恒，但呈现出幅度很小的周期变化．
图３表明，积分格式对非完整约束都能严格满足．

图１　状态向量的相对误差

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｓｔａｔｅｖｅｃｔｏｒ

图２　能量相对误差

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｅｎｅｒｇｙ

图３　约束误差

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎ

如果改变以上问题的势能函数，即将拉格朗日

函数改变为

Ｌ＝１２（ｘ
２＋ｙ２＋φ２）－（１２ｘ

２＋ｙ２）

非完整约束不变．分别取如下两组初始条件
ｘ（０）＝ｙ（０）＝０，φ（０）＝１，
ｘ（０）＝ｃｏｓ（１），
ｙ（０）＝ｓｉｎ（１），φ（０）＝１ （２９）
ｘ（０）＝１，ｙ（０）＝φ（０）＝ｘ（０）＝ｙ（０）＝０，
φ（０）＝１ （３０）

采用梯形格式积分，积分步长为０．１，积分到４００，
则两组初始条件对应的轨迹分别如图４（ａ）和（ｂ）．

图４　两种初始条件对应的轨迹

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｏｒｂｉｔｆｏｒｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

算例２：　考虑薄圆盘在粗糙平面上的无滑动滚动
问题［３］，见示意图５，其拉格朗日函数为

Ｌ＝Ｍ２｛ｘ
２＋ｙ＋ａ２［θ·２＋ｃｏｓ２（θ）ψ·２］－

　２ａｓｉｎ（θ）θ·［ｘｃｏｓ（ψ）＋ｙｓｉｎ（ψ）］＋
　２ａｃｏｓ（θ）ψ·［－ｘｓｉｎ（ψ）＋ｙｃｏｓ（ψ）］｝＋

　Ａ２［θ
·２＋ｓｉｎ２（θ）ψ·２］＋Ｃ２［φ

２＋ψ·ｃｏｓ（θ）］２－

　Ｍｇａｓｉｎ（θ） （３１）

图５　粗糙平面上的圆盘

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｒｏｌｌｉｎｇｄｉｓｋｏｎｒｏｕｇｈｐｌａｎｅ

非完整约束为

ｘ＋ａφｓｉｎ（ψ）＝０，ｙ－ａφｃｏｓ（ψ）＝０ （３２）
其中Ｍ为圆盘的质量，Ａ和 Ｃ为圆盘的转动惯量，
ａ为圆盘的半径，ｇ为重力加速度．取Ｍ＝１，ａ＝１，Ａ
＝０．２５，Ｃ＝０．５和ｇ＝１０，初始条件为
ｘ（０）＝ｙ（０）＝０，θ＝１，ψ＝２，φ＝０
ｘ（０）＝－φｓｉｎ（ψ），ｙ（０）＝φｃｏｓ（ψ），

θ·＝０．２，ψ· ＝０．１，φ＝０．８ （３３）
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第３期 高强等：非完整约束动力系统的离散积分方法

此问题同样是保守系统，能量守恒．

图６　圆盘滚动问题的数值积分结果

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｅｒｏｌｌｉｎｇｄｉｓｋｐｒｏｂｌｅｍ

　　积分区间和步长为０－１００和０．１，能量的相对
误差和约束误差定义与算例１相同．图６给出了此
问题的数值积分结果，其中（ａ）－（ｅ）分别给出了圆
盘与地面接触点ｘ方向坐标、ｙ方向坐标、章动角、进
动角和自转角，（ｆ）给出了圆盘与地面接触点的轨
迹，图７和８给出了能量的相对误差和约束误差．图
７表明能量虽然不严格守恒，但呈现出幅度很小的周
期变化，这是再次体现了算法的良好性质．图８表明
两个非完整约束均能严格满足．对于本算例，如果采
用不同的时间步长积分，并观察能量的相对误差，同

样可得算法具有２阶精度的结论．

图７　圆盘滚动问题能量的相对误差

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｅｎｅｒｇｙｆｏｒｔｈｅｒｏｌｌｉｎｇｄｉｓｋｐｒｏｂｌｅｍ

图８　圆盘滚动问题约束的误差

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｎｏｎ－ｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｓｆｏｒ

ｔｈｅｒｏｌｌｉｎｇｄｉｓｋｐｒｏｂｌｅｍ

４　结论

本文给出了一种离散求解非完整约束动力系

统的数值方法．在离散区段内按无约束的动力学积
分；而在离散节点处则用约束冲量（Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子
向量）让轨道发生转折，给出了非完整约束动力系

统的离散积分格式．积分格式具有２阶精度，尤其
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是它们都能在积分点处严格满足非完整约束，并且

具有良好的长时间积分性能．
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