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输出耦合的复杂网络自适应脉冲同步

尚磊　郑永爱
（扬州大学信息工程学院，扬州　２２５００９）

摘要　应用自适应脉冲控制策略实现输出耦合复杂网络的同步．通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，设计合适的自适

应脉冲控器，并利用脉冲微分方程理论，建立了网络的同步准则．该准则保证了动态网络渐进同步于任意指

定的网络中的单独节点的状态．数值模拟表明所得控制器的有效性．

关键词　复杂网络，　同步，　自适应控制，　脉冲控制，　输出耦合

引 言

近年来，复杂网络的同步问题引起了许多专家

的注意，并且已经取得了丰硕的研究成果．复杂网
络节点的同步一般分为完全同步，滞后同步，投影

同步，广义同步等，其中完全同步的研究最受关注．
复杂网络节点的耦合方式主要分为两种：节点

状态耦合和节点输出耦合．现有的文献大部分是针
对节点状态耦合进行研究的，例如在文献［１－３］
中，作者对节点状态耦合的复杂网络给出一些同步

控制准则，但很少有文献涉及节点输出耦合的情

况．另一方面，在实现网络同步的各种各样的控制
方法中，自适应方法［４－６］和脉冲方法［７－９］已经成为

研究网络同步的重要方法．脉冲控制方案相对于连
续控制方案而言，由于其控制器结构简单，只需在

离散的时刻加入同步脉冲就能使网络同步，因此得

到广泛应用．
结合自适应方法和脉冲方法两者的优点，本文

对输出耦合的复杂网络提出了新的控制方法 －自
适应脉冲控制方法．该方法利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性
理论和脉冲微分方程理论，针对节点输出耦合的复

杂网络给出了一种新的同步准则．数值模拟表明所
提方法的有效性．

１　问题描述

考虑包含个相同节点的复杂动态网络状态方

程为

ｘｉ＝ｆ（ｘｉ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊＬｙｊ

ｙｉ＝Ｈｘｉ （１）
式中，１≤ｉ≤Ｎ，第 ｉ个节点的状态向量为 ｘｉ（ｘｉ１，

ｘｉ２，…，ｘｉｎ）
Ｔ∈Ｒｎ，非线性光滑函数 ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ，每个

节点的输出矩阵Ｈ∈Ｒｎ×ｍ，内部耦合矩阵Ｌ∈Ｒｎ×ｍ．
外部耦合矩阵为 Ｃ＝（ｃｉｊ）Ｎ×Ｎ，若从节点 ｉ到 ｊ（ｉ≠
ｊ）有连接，则ｃｉｊ＞０；否则ｃｉｊ＝０．假设矩阵Ｃ满足耗

散耦合条件：∑
Ｎ

ｊ＝１，ｉ≠ｊ
ｃｉｊ＝ ∑

Ｎ

ｊ＝１，ｉ≠ｊ
ｃｊｉ＝－ｃｉｉ．若复杂网络

（１）达到同步，则有．
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ１（ｔ）＝ｌｉｍｔ→∞ｘ２（ｔ）＝…＝ｌｉｍｔ→∞ｘＮ（ｔ）

设网络（１）的同步流形为：
ｓ（ｔ）＝ｆ（ｓ（ｔ））　ｙ＝Ｈｓ（ｔ） （２）

式中，ｓ∈Ｒｎ为状态向量，ｙ＝Ｒｍ为输出变量．当复
杂网络（１）达到同步时，网络节点的状态向量与同
步流形的状态向量满足 ：

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｘｉ（ｔ）－ｓ（ｔ）‖＝０，ｉ＝１，２，…，Ｎ （３）

式中，‖·‖表示向量的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ范数．这里ｓ（ｔ）
可以是孤立节点的平衡点、周期轨道，甚至是混沌

轨道．
假设１　ＬＨ≠０且‖ＬＨ‖２＞０，ρｍａｘ表示矩阵

ＬＨ＋ＨＴＬＴ
２ 的最大特征值．

假设２　外部耦合矩阵 ｃｉｊ的每个元素都是有
界的，即满足｜ｃｉｊ｜≤Ｃ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，其中 Ｃ为

正常数．根据范数的性质，容易推导出‖∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊ‖

≤ＮＣ，Ｎ为网络中节点的数目．
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假设３　非线性函数ｆ（ｘ）是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，
即对于ｘ∈Ｒｎ，ｙ∈Ｒｎ，存在一个正常数α，满足不等
式

‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）‖２≤α‖ｘ－ｙ‖２

引理［１２］　对于任意ｘ∈Ｒｎ，若 Ｐ∈Ｒｎ×ｎ是正定
矩阵，Ｑ∈Ｒｎ×ｎ是对称矩阵，则有以下不等式成立 ：

λｍｉｎ（Ｐ
－１Ｑ）ｘＴＰｘ≤ｘＴＱｘ≤λｍａｘ（Ｐ

－１Ｑ）ｘＴＰｘ，

式中λｍｉｎ（Ｐ
－１Ｑ）和λｍａｘ（Ｐ

－１Ｑ）是矩阵Ｐ－１Ｑ的最
小特征值和最大特征值．

２　自适应脉冲同步

设ｅｉ＝ｘｉ－ｓ（１≤ｉ≤Ｎ），在自适应脉冲控制

下，系统可表示为：

ｘｉ＝ｆ（ｘｉ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊＬｙｉ＋ｕｉ，　ｔ≠ｔｋ

Δｘｉ＝ｘｉ（ｔ
＋
ｋ）－ｘｉ（ｔ

－
ｋ）＝Ｕｉｋ＝Ｂｉｋ（ｘｉ－ｓ），ｔ＝ｔｋ

ｙｉ＝Ｈｘｉ
ｘｉ（ｔ

＋
０）＝ｘｉ０ （４）

式中，ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｘｉ（ｔ
＋
ｋ）和ｘｉ（ｔ

－
ｋ）分别是 ｘｉ（ｔｋ）

在ｔ＝ｔｋ的左、右极限，其中｛ｔｋ｝满足０≤ｔ１≤ｔ２≤…

≤ｔｋ≤…，本文对网络（１）设计了两个控制器，ｕｉ是
自适应控器，Ｕｉｋ是脉冲控制器．在网络实现完全同

步时，耦合项消失：∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊＬｙｉ＋ｕｉ．

其中自适应控器和自适应律设计如下：

ｕｉ＝－ｄｉｅｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ

ｄ·＝ｋｉｅ
Ｔ
ｉｅ＝ｋｉ‖ｅｉ‖

２，ｉ＝１，２，…，Ｎ，
其中ｋｉ是大于零的任意常数．

下面我们利用网络（１）中各个节点的输出变
量及同步流形的输出变量ｙｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）来设计
网络（４）的控制器，而现有大多数文献利用节点的
状态变量来设计同步控制器，导致大量信息在网络

间传输而占用了大量的信道资源．
网络（１）在自适应脉冲控制器作用下的同步

误差为

ｅｉ＝ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｓ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊＬｅｙｉ＋ｕｉ，ｔ≠ｔｋ

Δｅｉ＝Ｂｉｋｅｉ，　ｔ＝ｔｋ
ｅｙｉ＝Ｈｅｉ
ｅ（ｔ＋０）＝ｅｉ０ （５）

式中，ｕｉ是需要设计的自适应控制器，若控制系统
（５）在原点渐近稳定，就能得到网络（１）与同步流
形（２）渐近同步．

定理１：　在假设 １，２，３成立的前提下，若 δｋ＝
（ＣＮρｍａｘ＋λ（ｄｉａｇ｛α－ｄ１０，α－ｄ２０，…，α－ｄｎ０｝））≥
０成立，并且满足以下条件：

１）λｍａｘ（（Ｉ＋Ｂｉｋ）
Ｔ（Ｉ＋Ｂｉｋ））＝ρｋ＜１

２）δｋ（τｋ＋１－τｋ）≤－
１
２ｌｎ（ξρｋ）

则网络（１）与其同步流形（２）渐近同步．
证明：　因为 ｄ·ｉ＝ｋｉｅ

Ｔ
ｉｅｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ，有 ｄｉ≥

ｄｉ０．ｄｉ０是ｄ的初始值．构造以下Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函：Ｖ＝
１
２∑
Ｎ

ｊ＝１
ｅ２ｉ

当ｔ≠ｔｋ时，

Ｖ·＝１２∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｅＴｉｅｉ＋ｅ

Ｔ
ｉｅｉ）＝

１
２∑
Ｎ

ｉ＝１
［（ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｓ）＋

　∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｉｊＬｅｙｉ＋ｕｉ）

Ｔｅｉ＋ｅ
Ｔ
ｉ（ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｓ）＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊＬｅｙｊ＋ｕｉ）］≤

１
２∑
Ｎ

ｉ＝１
（α‖ｅｉ‖

Ｔ
２‖ｅｉ‖２＋

　‖ｅｉ‖
Ｔ
２α‖ｅｉ‖２）＋

１
２∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊ（ｅ

Ｔ
ｉＨ
ＴＬＴｅｉ＋

　ｅＴｉＬＨｅｉ）－
１
２∑
Ｎ

ｉ＝１
（２ｄｉｅ

Ｔ
ｉｅ）＝∑

Ｎ

ｉ＝１
α‖ｅｉ‖

２
２＋

　∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｅ

Ｔ
ｉ
ＨＴＬＴ＋ＬＨ
２ ｅｉ－∑

Ｎ

ｉ＝１
（ｄｉｅ

Ｔ
ｉｅｉ）≤

　∑
Ｎ

ｉ＝１
α‖ｅｉ‖

２
２＋ＣＮ∑

Ｎ

ｉ＝１
ρｍａｘｅ

Ｔ
ｉｅｉ－∑

Ｎ

ｉ＝１
（ｄｉｅ

Ｔ
ｉｅｉ）＝

　∑
Ｎ

ｉ＝１
（ＣＮρｍａｘ＋α－ｄｉ）ｅ

Ｔ
ｉｅｉ≤２（ＣＮρｍａｘ＋

　λｍａｘ（ｄｉａｇ｛α－ｄ１０，α－ｄ２０，…，α－ｄｎ０｝））Ｖ＝２δｋＶ
当ｔ＝ｔｋ时，有

Ｖ（ｅ（ｔｋ））＝
１
２∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（Ｉ＋Ｂｉｋ）

Ｔ（Ｉ＋Ｂｉｋ）ｅｉ＝
１
２∑

Ｎ

ｉ＝１

λｍａｘ（（Ｉ＋Ｂｉｋ）
Ｔ（Ｉ＋Ｂｉｋ））ｅ

Ｔ
ｉｅｉ＝ρｋＶ（ｅ（ｔ

－
ｋ））

因此，我们可以得到下面的比较系统：

ω（ｔ）＝２δｋω（ｔ），　ｔ≠ｔｋ

ω（ｔ＋ｋ）＝ρｋω（ｔｋ），

ω（ｔ＋０）＝ω（０）≥
{

０
因为 δｋ≥０，２δｋ（ｔｋ＋１－ｔｋ）≤ －ｌｎ（ξρｋ），比较定

理［１３］稳定的条件已经满足，我们得出误差系统是

渐近稳定的，网络（１）和（２）在自适应脉冲控制器
作用下达到同步．

３　数值仿真

下面以Ｌｏｒｅｎｚ系统作为复杂网络的节点进行
数值仿真．Ｌｏｒｅｎｚ系统的动力学方程为：

９４
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ｘｉ＝Ａｘｉ＋φ（ｘｉ） （６）
其中

ｘｉ＝

ｘｉ１
ｘｉ２
ｘｉ









３

，Ａ＝
－１０ １０ ０
２８ －１ ０
０ ０ －８／









３
，φ（ｘｉ）＝

　０
ｘｉ１ｘｉ３
ｘｉ１ｘｉ











２

此时，Ｌｏｒｅｎｚ系统有一个混沌的吸引子，呈现混沌
现象．为了方便起见，系统的同步流形也取了一个
Ｌｏｒｅｎｚ系统．

对于原系统

ｘｉ＝ｆ（ｘｉ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊＬｙｉ，

ｙｉ＝Ｈｘｉ
在仿真中，取ｆ（ｘｉ）＝Ａｘｉ＋φ（ｘｉ），由于混沌吸

引子在一定范围内是有界的，因此Ｌｏｒｅｎｚ混沌的状
态满足‖ｘｉｊ‖≤Ｍ（ｊ＝１，２，３，常数 Ｍ＞０），从而使
非线性函数ｆ（ｘｉ）＝Ａｘｉ＋φ（ｘｉ）满足假设３，即

‖ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘｊ）‖２＝‖Ａｘｉ－Ａｘｊ＋φ（ｘｉ）－
　φ（ｘｊ）‖２≤‖Ａｘｉ－Ａｘｊ‖２＋‖φ（ｘｉ）－
　φ（ｘｊ）‖２≤‖Ａ‖２‖ｘｉ－ｘｊ‖２＋

　 （ｘｊ１ｘｊ３－ｘｉ１ｘｉ３）
２＋（ｘｉ１ｘｉ２－ｘｊ１ｘｊ２）槡

２≤
　（‖Ａ‖２＋２Ｍ）‖ｘｉ－ｘｊ‖２

取节点数目Ｎ为１０，外部耦合矩阵Ｃ＝（ｃｉｊ）１０×１０要
满足耗散耦合条件，内部耦合矩阵Ｌ和输出矩阵Ｈ
都是三阶的对角阵，Ｌ＝ｄｉａｇ（５，６，７），Ｈ＝ｄｉａｇ（４，
３，２）．‖ＬＨ‖２＝２０＞０满足假设１，计算得 ρｍａｘ＝

λｍａｘ（
ＬＨ＋ＨＴＬＴ
２ ）＝２０．设计脉冲控制器，选取，

Ｂｉｋ＝ｄｉａｇ｛－０．９９，－０．９９，－０．９９｝，
使得

ρｍａｘ＝λｍａｘ（（Ｉ＋Ｂｉｋ）
Ｔ（Ｉ＋Ｂｉｋ））＝０．００９＜１．

δｋ＝（ＣＮρｍａｘ＋λｍａｘ（ｄｉａｇ｛α－ｄ１０，α－ｄ２０，…，α
－ｄｎ０｝）＝２２７，取 ξ＝１，由于 δｋ≥０，２δｋ（ｔｋ＋１－ｔｋ）

≤－ｌｎ（ξρｋ），根据定理１得ｔｋ＋１－ｔｋ≤ －
ｌｎ（ξρｋ）
２δｋ

＝

０．０２０３，
所以０≤ｔｋ＋１－ｔｋ≤０．０２０３，选取 ｔｋ＋１－ｔｋ＝０．

０１，自适应律中的设计常数 ｋｉ为大于的零的任意
数，简单起见，取 ｋｉ＝１．系统状态 ｘ和自适应律 ｄｉ
（保证ｄｉ≥ｄｉ０）的初值都是随机选取的．仿真结果
如下所示：图１中，结果很明显，误差很快收敛到
零．图２中，自适应律是当误差为零后，趋于一个稳
定的常数值．

图１　自适应脉冲控制的同步误差

Ｆｉｇ．１　ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆ

Ａｄａｐｔｉｖｅ－ｉｍｐｕｌｓｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ

图２　自适应律

Ｆｉｇ．２　Ａｄａｐｔｉｖｅｌａｗ

４　结语

本文针对节点输出耦合的复杂网络，利用自适

应脉冲控制方法提出了一种新的同步控制方案．利
用脉冲微分方程理论、Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，设计出合理
的自适应和脉冲控制器使网络的各个节点达到同

步．以１０个节点的复杂网络为例进行数值仿真，仿
真结果表明所设计的同步控制器能够快速使得网

络渐近同步．
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