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基于胞参考点映射法对转子／定子碰摩响应的全局分析

高文辉　郭旭　江俊
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摘要　利用胞参考点映射法对两自由度（四维）分段光滑的转子／定子碰摩模型的全局响应特性进行了计

算，着重对解析分析得到的碰摩系统典型的吸引子共存现象进行了验证，确定了相应吸引子的吸引域．此

外，通过计算转子／定子碰摩系统全局特性随系统参数变化的演化特点，考察了吸引子与其吸引域边界对参

数变化的敏感性，讨论了其对实际转子／定子碰摩系统响应的含义．
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引 言

减小转子与定子之间的间隙是提高旋转机械

运行效率和经济性的一项重要手段．但是，由此却
大大增加了旋转机械动静件碰摩的故障率．发生碰
摩会导致碰摩局部发热和严重磨损，诱发机械的剧

烈振动，严重时会出现碰摩反向涡动失稳而造成整

个机器破坏［１］．因此，研究转子系统的碰摩复杂非
线性动力学形为以及确定其与系统参数间的关系，

对优化转子设计、避免发生碰摩造成严重损失有积

极的指导意义．鉴于转子失稳造成巨大的损失，人
们对转子运动进行了广泛的研究，发现造成转子失

稳的种类很多，如碰摩失稳、油膜失稳、内耗失稳、

干摩失稳等［２］，其中转子与定子碰摩是造成转子失

稳的重要原因之一．深入研究转子与定子间的全局
碰摩响应，对于控制和防止碰摩事故的发生及其造

成的破坏，提高转子的设计、制造水平具有非常重

要的现实意义，也是旋转机械制造发展的迫切需

要．

１　全局计算方法

胞映射法是Ｈｓｕ在上世纪８０年代提出的进行
全局分析的有力工具，可大大的提高了计算的效

率，受到研究工作者的重视，经过２０多年的发展，
胞映射法先后有多种版本，如简单胞映射（ＳＣＭ）
法和广义胞映射（ＧＣＭ）法［３］，胞参考点映射

法［４］，图胞映射法［５］，以及一些改进的胞映射法［６］

等．然而随着研究问题的复杂化，系统的维数也越
来越高，所需处理的数据急剧增加，由于计算机硬

件的限制，需要对以往的全局分析方法加以改进．
其中，胞参考点映射法（ＰＭＵＣＲ法）是一种分

析非线性动力系统全局特性的数值方法，它结合了

胞映射方法的高效性和点映射法的精确性 ，并且

易于推广到高维空间．与其它胞映射法相比，它不
需要在相空间每个胞中选取初始点，可以采用动态

存储方法，只需记录轨迹经过的胞，减少对内存的

消耗．其不仅可以精确得到系统的吸引子和吸引
域，也可以基于胞参考系中每个胞收集到的轨迹演

化信息确定出与系统不稳定不变集对应的自循环胞

集，结合运用 ＰＩＭｓｉｍｐｌｅｘ［７］等方法，可以计算吸引
域中和其边界上的常规型和混沌型鞍型不变集．

本文应用胞参考点映射法对两自由度（四维）

分段光滑的转子／定子模型的全局响应特性进行了
分析，以验证文献［８］中理论分析的正确性和发现
的一些新的现象．

２　模型与运动方程

本文采用改进的 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子模型，它由一个
支撑在无质量转轴中间的质量为 ｍ的转盘构成．
转子的质心与其几何中心的距离为 ｅ．转轴的刚度
为ｋｓ，转子和定子之间的间隙为 ｒ０．定子被看作是
刚性支撑的径向环形弹簧，其刚度为ｋｂ（见图１）．
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图１　上：含定子间隙的Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子模型示意图

下：反向涡动时转予的受力图

Ｆｉｇ．１　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＪｅｆｆｃｏｔｔｒｏｔｏｒｗｉｔｈｔｈｅｓｔａｔｏｒ

ｃｌｅａｒａｎｃｅ（ｕｐｐｅｒ）．Ｔｈｅｓｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｏｔｏｒａｔｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｄｉｓｋｔｏ

ｓｈｏｗｔｈｅｆｏｒｃｅｓａｐｐｌｉｅｄｏｎｔｈｅｒｏｔｏｒｄｕｒｉｎｇｔｈｅ

ｂａｃｋｗａｒｄｗｈｉｒｌｏｆｔｈｅｒｏｔｏｒ（ｌｏｗｅｒ）

若忽略定子的惯性，且不考虑陀螺效应，转子／
定子系统的无量纲运动方程可表示为：

Ｘ＂＋２ζＸ′＋βＸ＋Θ（１－
Ｒ０
Ｒ）（Ｘ－

　μｓｉｇｎ（Ｖｒｅｌ）Ｙ）＝Ω
２ｃｏｓΩτ

Ｙ＂＋２ζＹ′＋βＹ＋Θ（１－
Ｒ０
Ｒ）（μｓｉｇｎ（Ｖｒｅｌ）Ｘ＋

　Ｙ）＝Ω２ｓｉｎΩτ
Ｖｒｅｌ＝ＲｄｉｓｋΩ＋Ｒωｂ

其中：Ｘ，Ｙ为圆盘中心的位移，ζ为阻尼比，β为转
子刚度系数，Ｒ０为间隙，Ｒｄｉｓｋ为圆盘半径，Ω为转子
转速，ωｗ为转子涡动转速，Ｖｒｅｌ为转子／定子接触时
接触点的相对速度．无量纲化时间为τ＝ω２ｔ，其中：

ω２＝ ｋｂ槡 ／ｍ．Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数

Θ＝
０　Ｒ－Ｒ０＜０

１　Ｒ－Ｒ０≥{ ０
　ｗｉｔｈＲ＝ Ｘ２＋Ｙ槡

２．

在文献［８］中对上述方程进行了解析求解，并
研究了解的稳定性，得到了无碰摩响应，同频全周

碰摩，局部碰摩和反向涡动在参数平面 Ω－μ上的
分布区域，并且得到转子／定子碰摩系统（１）的全
局响应分析结果，如下图２所示．

其中，Ωｌ和 Ωｕ是无摩擦临界转速，ＳＮ和 ＨＰ
是同频全周碰摩发生鞍结分岔和 Ｈｏｐｆ分岔的分岔
曲线，ＤＦ是出现反向涡动的边界线，ＤＷ是局部碰
摩消失干摩擦失稳发生的边界线．用数字标出的区
域是不同响应的共存区域，其中“０”是无碰摩和反

向涡动的共存区域；“１”是同频全周碰摩和反向涡
动的共存区域；“２”是局部碰摩和反向涡动的共存
区域；“３”是无碰摩和同频全周碰摩的共存区域；
“４”是无碰摩、同频全周和反向涡动的共存区域．

图２　转子／定子系统在Ω－μ面上的全局响应特性，

其中ζ＝０．０５，β＝０．０４，Ｒ０＝１．０５，Ｒｄｉｓｋ＝２０Ｒ０

Ｆｉｇ．２　ＧｌｏｂａｌｒｅｓｐｏｎｓｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｎΩ－μｐｌａｎｅｗｉｔｈ

ζ＝０．０５，β＝０．０４，Ｒ０＝１．０５，ａｎｄＲｄｉｓｋ＝２０Ｒ０

在下面的讨论中，主要考察在 Ω－μ参数平面
内特定参数下各个共存区域内解的分布及其吸引

域情况，以此对理论进行验证．

３　碰摩全局响应的计算

在下面的分析中，以状态空间中子空间

Ｘ＝［ｘ，ｙ，ｘ，ｙ］Ｔ∈｛Ｘ｜ｘ１∈（－６，６），
ｘ２∈（－６，６），ｘ３∈（－６，６），ｘ４∈（－６，６）｝
为研究区域，在其均匀分布６０×６０×６０×６０

个胞作为胞参考空间．在胞参考点映射法中，初值
可以只在研究区域内的一个子区域内取值，本文在

四维空间中的研究区域内的一个平面上取６０×６０
个初值点．下面计算中，系统固定参数的值为：ζ＝
０．０５，β＝０．０４，Ｒ０＝１．０５，Ｒｄｉｓｋ＝２０Ｒ０．另外，在下面
的吸引子相图中，虚线代表转子／定子之间的间隙，
而不同颜色的实线代表转子在不同响应下的中心

轨迹．
（１）共存区域“０”
图３（ａ）为转子做无摩擦的同频正向涡动和反

向涡动响应的轨迹．转子反向涡动频率明显高于其
自转频率．（ｂ）、（ｃ）分别为在（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ）（其余二
维取０）平面上的吸引域图．由图可见：无碰摩区域
在（ｘ，ｙ）、（ｘ，ｙ）平面上关于原点对称，这与方程
（１）表现出的较强对称性一致．虽然此时转速很
小，但反向涡动已经存在．

（２）共存区域“１”

４６３
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图３　μ＝０．２５，Ω＝０．１０时的吸引子及吸引域；（ａ）小圆为无碰摩响应，

大圆为反向涡动响应，虚线表示间隙；（ｂ）、（ｃ）为不同初值平面内的

吸引域图，其中深色、浅色分别表示反向涡动和无碰摩运动的吸引域

Ｆｉｇ．３　Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓａｎｄｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｗｈｅｎμ＝０．２５，Ω＝０．１０

（ａ）Ｔｈｅｓｍａｌｌｅｒｓｏｌｉｄｃｉｒｃｌｅｓｔａｎｄｓｆｏｒｎｏ－ｒｕｂｍｏｔｉｏｎ．Ｔｈｅｌａｒｇｅｒｆｏｒ

ｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎｂａｃｋｗａｒｄｗｈｉｒｌ，ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅｆｏｒｔｈｅｃｌｅａｒａｎｃｅ；

（ｂ）－（ｃ）ｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｌａｎｅｓ．

Ｔｈｅｄａｒｋａｎｄｌｉｇｈｔｃｏｌｏｒｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｆｏｒ

ｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎｂａｃｋｗａｒｄｗｈｉｒｌａｎｄｎｏ－ｒｕｂｍｏｔｉｏｎ

图４　μ＝０．２５，Ω＝０．２０时的吸引子及吸引域；（ａ）小圆为同频全周

碰摩，大圆代表反向涡动，（ｂ）、（ｃ）为不同参数平面内的吸引域图，

其中深色、浅色分别表示反向涡动、同频全周运动的吸引域

Ｆｉｇ．４　Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓａｎｄｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｗｈｅｎμ＝０．２５，Ω＝０．２０

（ａ）Ｔｈｅｓｍａｌｌｅｒｓｏｌｉｄｃｉｒｃｌｅｓｔａｎｄｓｆｏｒｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｆｕｌｌａｎｎｕｌａｒｒｕｂ．

Ｔｈｅｌａｒｇｅｒｆｏｒｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎｂａｃｋｗａｒｄｗｈｉｒｌ．（ｂ）－（ｃ）Ｄｏｍａｉｎｓ

ｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｌａｎｅｓ．Ｔｈｅｄａｒｋａｎｄｌｉｇｈｔｃｏｌｏｒｓ

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｆｏｒｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎｂａｃｋｗａｒｄ

ｗｈｉｒｌａｎｄｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｆｕｌｌａｎｎｕｌａｒｒｕｂ

区域“１”内的吸引子及吸引域如图４所示．在

μ＝０．２５，Ω＝０．２０时，转子响应为同频全周碰摩和
反向涡动４（ａ）．反向涡动频率仍高于转子自转频
率．由吸引域图（ｂ）、（ｃ）看，与图３中的相比，吸引
域几乎没有变化，只是图３中的无碰摩响应由图４
中的同频全周碰摩取代．

（３）共存区域“２”
此区域内转子可能做局部碰摩运动或反向涡

动运动，相应的吸引子和吸引域如图５所示，（ａ）
为准周期的局部碰摩响应和高频的反向涡动轨迹

图．由吸引域图（ｂ）、（ｃ）得，吸引域图与上面两种
情况相比没有明显变化，可知无量纲转速不影响吸

引域的分布．

图５　μ＝０．２５，Ω＝０．３０时的吸引子及吸引域；（ａ）深色代表局

部碰摩，浅色为反向涡动，（ｂ）、（ｃ）不同参数平面内的吸引

域图，其中深色、浅色分别表示反向涡动、局部碰摩的吸引域

Ｆｉｇ．５　Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓａｎｄｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｗｈｅｎμ＝０．２５，Ω＝０．３０

（ａ）Ｐａｒｔｉａｌｒｕｂｉｎｄａｒｋｃｏｌｏｒ，ｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎｂａｃｋｗａｒｄｗｈｉｒｌｉｎｌｉｇｈｔｃｏｌｏｒ

（ｂ）－（ｃ）Ｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｌａｎｅｓ．

Ｔｈｅｄａｒｋａｎｄｌｉｇｈｔｃｏｌｏｒｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎ

ｆｏｒｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎｂａｃｋｗａｒｄｗｈｉｒｌａｎｄｐａｒｔｉａｌｒｕｂ

（４）共存区域“３”
在此区域内有无碰摩响应和同频全周碰摩响应

共存，且会有突跳现象发生．如：μ＝０．０８时，当转速
由Ω＝０．８５４增加到Ω＝０．９９３之前，转子做同频全
周碰摩（图６（ａ）外圆）．但当转速由Ω＝１．０递减至
０．８５４之前，转子一直做无碰摩涡动，但是涡动的幅
值较大，此时转子几乎与定子接触（图６（ａ）小圆）．
此时无碰摩运动的吸引域很小，图６（ｂ），（ｃ）为参数
μ＝０．０８，Ω＝０．９５时，（ｘ，ｙ）＝（０．１１，－１．１），ｘ－ｙ
平面上的吸引域和（ｙ，ｘ）＝（－０．１２，０．１１），ｘ－ｙ平
面上的吸引域分布情况．经数值计算发现：无碰摩运

５６３
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动受到较小的扰动就有可能转向做同频全周运动，

说明此区域内的无碰摩运动是不稳定的．

图６　μ＝０．０８，Ω＝０．９５时吸引子及吸引域；（ａ）小圆为无碰摩

响应，大圆为同频全周碰摩，（ｂ）、（ｃ）为不同参数平面内的吸引

域图，其中深色、浅色分别表示同频全周碰摩、无碰摩响应的吸引域

Ｆｉｇ．６　Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓａｎｄｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｗｈｅｎμ＝０．０８，Ω＝０．９５

（ａ）Ｔｈｅｓｍａｌｌｅｒｓｏｌｉｄｃｉｒｃｌｅｓｔａｎｄｓｆｏｒｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｆｕｌｌａｎｎｕｌａｒｒｕｂ．

Ｔｈｅｌａｒｇｅｒｆｏｒｎｏｒｕｂｍｏｔｉｏｎ；（ｂ）（ｃ）Ｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｏｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｌａｎｅｓ．Ｔｈｅｄａｒｋａｎｄｌｉｇｈｔｃｏｌｏｒｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅ

ｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｆｏｒｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｆｕｌｌａｎｎｕｌａｒｒｕｂａｎｄｎｏｒｕｂｍｏｔｉｏｎ

（５）共存区域“４”

图７　μ＝０．１０６，Ω＝０．９５时的吸引子吸引域；（ａ）吸引子图，

从里到外依次为无碰摩响应，同频全周碰摩和反向涡动运动，

（ｂ）ｘ－ｙ平面上的吸引域图，其中深色、

浅色分别表示同频全周碰摩和无碰摩响应的吸引域

Ｆｉｇ．７　Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓａｎｄｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｗｈｅｎμ＝０．１０６，Ω＝０．９５

（ａ）Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ，ｎｏｒｕｂｍｏｔｉｏｎ，ｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｆｕｌｌａｎｎｕｌａｒｒｕｂ，ｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎ

ｂａｃｋｗａｒｄｗｈｉｒｌｆｒｏｍｉｎｎｅｒｔｏｏｕｔｅｒ．（ｂ）Ｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎ

ｏｎｘ－ｙｐｌａｎｅ．Ｔｈｅｄａｒｋａｎｄｌｉｇｈｔｃｏｌｏｒｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｄｏｍａｉｎｓｏｆ

ａｔｔｒａｃｔｉｏｎｆｏｒｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｆｕｌｌａｎｎｕｌａｒｒｕｂａｎｄｎｏ－ｒｕｂｍｏｔｉｏｎ

此时有三个响应共存：无碰摩响应，同频全周

碰摩响应和反向涡动响应（如图７（ａ））．由于转速
较大，响应的幅值也很大．此时同频全周运动的吸
引域很大，相对来说，无碰摩响应和反向涡动响应

的吸引域很小，在所取的初值平面内不一定同时含

有三个响应的吸引域．在有的初值平面内也有可能
只含有一个响应的吸引域；图７（ｂ）为 μ＝０．１０６，Ω
＝０．９５，（ｘ，ｙ）＝（０．１１，－０．９９）时，ｘ－ｙ平面上
同频全周碰摩和无碰摩响应的吸引域分布情况．

（６）鞍结分叉线后的区域
该区域内理论仅预测无碰摩运动的存在，但通

过全局分析计算发现：在该区域内还存在两个局部

碰摩运动，一个振幅较小，一个振幅较大，如图８所
示．振幅较大的响应在 Ω≈１．３５时消失，而振幅较
小的局部碰摩响应继续存在．

图８　μ＝０．０８，Ω＝１．２０时的吸引子图，黑色圆代表无碰摩运动，

红色圆环代表小振幅局部碰摩，绿色圆环代表大振幅局部碰摩

Ｆｉｇ．８　Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓｗｈｅｎμ＝０．０８，Ω＝１．２０Ｔｈｅｂｌａｃｋｃｉｒｃｌｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ

ｎｏｒｕｂｍｏｔｉｏｎ．ｔｈｅｒｅｄａｎｎｕｌａｒｓｔａｎｄｓｆｏｒｐａｒｔｉａｌｒｕｂｗｉｔｈａｓｍａｌｌ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅ，ｔｈｅｇｒｅｅｎａｎｎｕｌａｒｆｏｒｐａｒｔｉａｌｒｕｂｗｉｔｈｂｉｇａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ

图９　μ＝０．１５，Ω＝０．２０时的吸引域；（ａ）－（ｂ）不同参数平面内的

吸引域图，其中深色、浅色分别表示反向涡动、同频全周碰摩的吸引域

Ｆｉｇ．９　Ｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｗｈｅｎμ＝０．１５，Ω＝０．２０（ａ）（ｂ）ｄｏｍａｉｎｓ

ｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｌａｎｅｓ．Ｔｈｅｄａｒｋａｎｄｌｉｇｈｔ

ｃｏｌｏｒｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｄｏｍａｉｎｓｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｆｏｒｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎ

ｂａｃｋｗａｒｄｗｈｉｒｌａｎｄｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｆｕｌｌａｎｎｕｌａｒｒｕｂ

（７）吸引域随参数的变化
由以上各图的吸引子相图可以看到，当固定参

数μ＝０．２５，随着转速 Ω的增大，响应的幅值也增
大，但转速对吸引域几乎没有影响；但当固定参数

Ω时，随着摩擦系数μ的增大，吸引域有明显变化．
如：Ω＝０．２０时，μ由０．１５变化到０．２５（由图９到
图４），同频全周碰摩的吸引域明显变小．可见较大
的摩擦系数更易引起反向涡动的发生．
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第４期 高文辉等：基于胞参考点映射法对转子／定子碰摩响应的全局分析

４　结论

利用胞参考点映射法对分段光滑转子／定子碰摩
系统在四维相空间中进行了全局数值计算分析，得到

如下结论：（１）验证了文献［８］中理论的正确性，得到
了转子／定子系统在参数平面Ω－μ各共存响应区域
内的吸引子及吸引域分布图．（２）发现了该碰摩系统
中存在着文献［８］不曾解析得到的响应—两个不同幅
值的局部碰摩响应，并得到了此响应存在的大致参数

范围．（３）研究发现：摩擦系数和无量纲转速对系统碰
摩响应有重要影响，较大的摩擦系数使反向涡动更容

易出现，而较大的转速使响应幅值增大；（４）即使在较
小的转速下，反向涡动已经存在，并且其吸引域占据

了相空间较大的空间；从吸引域图上发现：当给转子

以趋于减小挠度或同转子自转方向相同的初始状态

时有利于避免反向涡动的出现．
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