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基于两种齿轮碰撞振动的实验和数值分析

苏林玉　温建明
（同济大学航空航天与力学学院，上海　２０００９２）

摘要　基于两种齿轮碰撞模型进行数值和实验的研究比较：（１）含啮合间隙的刚性碰撞齿轮系统，假设轮齿

间的碰撞在瞬间完成，边界为刚性；（２）含弹性约束和啮合间隙的弹性碰撞齿轮系统，空隙范围内部齿轮自

由运动，边界为弹性，用无质量弹簧－阻尼器描述．文中主要通过实验研究对两种齿轮接触模型的动力学响

应进行分析比较：首先用实验结果验证数值仿真的正确性，之后对两种不同的齿轮传动系统在不同参数下

的实验数据和仿真结果分别进行比较，并对两种不同的齿轮传动系统所展现的复杂动力学现象进行分析．
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引 言

齿轮传动由于其高效率和工作可靠等优点广

泛的应用于各类机械系统中，传动过程中所产生的

噪声和振动主要来自于两个方面．一是在轻载或者
空载的情况下，齿侧间隙所引发的振动，称之为“拍

击”（Ｒａｔｔｌｉｎｇ）；二是在重载下，考虑轮齿变形而导
致的时变刚度和动载荷称之为“锤击”（Ｈａｍｍｅｒ
ｉｎｇ）［１，２］．Ｒａｔｔｌｉｎｇ振动是产生齿轮箱噪声的主要来
源之一，因此特别引人注意．Ｆ．Ｐｆｅｉｆｆｅｒ［３］．教授在
Ｆｅｒｍｉ实验的启发下建立了离散的 Ｒａｔｔｌｉｎｇ振动模
型，指出齿轮的拍击可以用碰撞理论解释；冯

奇［４，５］和温建明［５，６］对 Ｆ．Ｐｆｅｉｆｆｅｒ建立的确定性模
型进行摄动，建立了齿轮拍击振动的随机模型，并

很好的揭示了齿轮拍击振动的随机浑沌特性．实验
方面，Ｆ．Ｐｆｅｉｆｆｅｒ和 Ｋ．Ｋａｒａｇｉａｎｎｉｓ［７］设计了单级齿
轮传动实验装置，孙宜强对实验装置进行改进，实

现了随机阻尼［２］的加载．本文考虑齿式弹性联轴器
工作原理，在Ｒａｔｔｌｉｎｇ实验的基础上，根据弹性联轴
器原理，在两轮齿之间插入弹性材料．根据实验模
型建立带弹性边界的齿轮传动模型：假设两个轮齿

的碰撞过程需要一定时间完成，用无质量弹簧－阻
尼器来描述两轮齿之间的变形和能量的耗散，也就

是接触－变形－恢复－自由这样一个往复的过程，
从力学模型和实验两方面上对齿轮啮合的刚性碰

撞和弹性碰撞［８］进行研究比较．

１　力学模型

１．１　刚性碰撞

图１　齿轮刚性碰撞力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｒｉｇｉｄｉｍｐａｃｔｏｆｇｅａｒ

齿轮 Ｒａｔｔｌｉｎｇ振动模型由 Ｐｆｅｉｆｅｒ于１９８８年建
立，其中ｅ（ｔ）为主动轮的角位移，ｖ１为齿侧间隙，φ１
为从动轮的角位移，随角位移变化而变化，Ｒｂｅ和分别
主动轮和从动轮的半径，Ｔ１为从动轮所受常阻力矩，
Ｉ１为从动轮的转动惯量．根据图１齿轮Ｒａｔｔｌｉｎｇ振动
的离散模型可以看出，由于间隙的存在可以将整个

运动过程分为自由相和接触相：自由相即从动轮在

间隙中自由运动，接触相即从动轮与主动轮发生碰

撞，用碰撞恢复系数ε描述，描述方程如下：
自由相：

Ｉ１φ̈１＋ｄ１φ１＋Ｔ１＝０ （１）
接触相：
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φ＋１ ＝－εφ
－
１ ＋（１＋ε）

Ｒｂｅ
Ｒｂ１
ｅ（ｔ） （２）

式中（＋）和（－）上标分别表示碰撞前和碰撞后的
状态，为了研究上述各参数对 Ｒａｔｔｌｉｎｇ系统性质的
影响，对方程进行无量纲化，令ｓ＝Ｒｂｅｅ（ｔ）－Ｒｂ１φ１，
无量纲相对距离 ｘ＝ｓ／ｖ１，无量纲时间 τ＝ωｔ，正则
化齿侧间隙－１／２＜ｘ＜１／２，无量纲化后的方程为：

自由相：ｘ∈ －１２，( )１２ ，映射方程
ｘ＝ｙ

ｙ＝－βｙ＋γ＋ｆ¨＋ｆ·{ β
（３）

接触相：ｘ∈ －１２，( )１２ ，碰撞方程
ｙ＋＝－εｙ－ （４）

式中各参数分别为：碰撞恢复系数 ε，激励与齿间

间隙比值α＝
Ｒｂｅａ
ｖ１
；阻尼 β１＝

ｄ１
Ｉ１ω
；定常阻力矩 γ＝

Ｔ１Ｒｂ１
Ｉ１ｖ１ω

２；假定激励为简谐激励ｆ（τ）＝αｓｉｎτ．

考虑每次碰撞前状态的映射 Ｈ：Ｘ－ｎ→Ｘ
－
ｎ＋１（Ｘ

＝［ｘ，ｙ］Ｔ为状态矢量），得到如下迭代式［１，２］：

ｘ－ｎ＋１＝ｘ
－
ｎ ＋α（ｓｉｎτｎ＋１－ｓｉｎτｎ）＋γβ

－１
１ Δτｎ＋

　β－１１ （１－ｅｘｐ（－β１Δτｎ）（－εｙ
－
ｎ －

　αｃｏｓτｎ－γβ
－１
１ ）

ｙｎ＋１＝（－εｙｎ－αｃｏｓτｎ－

　γβ－１１ ）ｅｘｐ（－β１Δτｎ）＋αｃｏｓτｎ＋１＋γβ
－１
１

τｎ＋１＝τｎ＋Δτ















ｎ

（５）
对于相继两次碰撞发生在同一齿面上时，必须满

足ｘｎ＋１＝ｘｎ的啮合条件，其中ｎ代表碰撞次数；而发
生逆向碰撞时，必须满足ｘｎ＋１＝－ｘｎ的条件．解这两
个超越方程之一，得到相继两次碰撞的时间差Δτｎ．
１．２　弹性碰撞

由于实验模型中涉及到橡胶元件，因此，对橡

胶建立合理的数学模型是必要的，参考前人研究的

基础［９，１０］，将橡胶片简化成弹簧 －阻尼器．齿轮传
动弹性碰撞的力学模型如图２所示．

其中，ｃ２和 ｋ（φ１）为弹性边界的阻尼和刚度，
对应实验中的橡胶，ｃ１为自由相阻尼，其它参数同
刚性碰撞．同理，根据从动轮的运动状态将整个运
动分为自由相和接触相：自由相指从动轮在间隙中

只有运动，接触相指从动轮和主动轮发生弹性碰

撞．描述方程如下：

图２　齿轮弹性碰撞力学模型

Ｆｉｇ．２　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｅｌａｓｔｉｃｉｍｐａｃｔｏｆｇｅａｒ

自由相：

Ｉ１φ̈１＋ｄ１φ１＋Ｔ１＝０ （６）
接触相：

Ｉ１φ̈１＋ｄ２φ１＋ｋ１（φ１）φ１＋Ｔ１＝０ （７）
ｖ（ｔ）代表的是时变间隙，ｄ１为自由相阻尼，ｄ２

为接触相阻尼，ｋ１（φ１）为刚度系数．

ｋ（φ１）＝
０　φ１Ｒｂ１＋ｅ（ｔ）Ｒｂｅ≥０

ｋ１　φ１Ｒｂ１＋ｅ（ｔ）Ｒｂｅ＜{ ０
（８）

无量纲化的方法同刚性碰撞，得到：

自由相：

ｘ̈＋β１φ＝ｆ
¨＋β１ｆ

·＋γ （９）
接触相：

ｘ̈＋β２φ＋ηｘ＝ｆ
¨＋β２ｆ

·＋ηｆ＋γ （１０）

式中各参数分别为：激励与齿间间隙比值α＝
Ｒｂｅａ
ｖ１
；

自由相阻尼β１＝
ｄ１
Ｉ１ω
；接触相阻尼 β２＝

ｄ２
Ｉ１ω
；定常阻

力矩γ＝
Ｔ１Ｒｂ１
Ｉ１ｖ１ω

２；刚度 η＝
ｋ１
Ｉ１ω

２；假定激励为简谐激

励ｆ（τ）＝αｓｉｎτ；接触相无阻尼系统的固有频率 ω０
＝槡η；阻尼系数 δ＝β２／２；阻尼振动的固有角频率

ωｄ＝ω０ １－（δ／ω０）槡
２．解方程得到如下迭代式：

　

ｘｎ１＋１＝ｘｎ１＋α（ｓｉｎτｎ１＋１－ｓｉｎτｎ１）＋γβ
－１
１Δτｎ１＋

　β１１（１－ｅｘｐ（－β１Δτｎ１））（ｙｎ１－αｃｏｓτｎ１－γβ
１
１）

ｙｎ１＋１＝（ｙｎ１－αｃｏｓτｎ１－γβ
－１
１ ）

　ｅｘｐ（－β１Δτｎ１）＋αｃｏｓτｎ１＋γβ
－１
１

ｘｎ２＋１＝αｓｉｎ（τｎ１＋Δτｎ２）＋γη
－１＋ｅｘｐ（－δΔτｎ２）

　（－（ａ１ｃｏｓωｄΔτｎ２＋ａ２ｓｉｎωｄΔτｎ２））

ｙｎ２＋１＝αｃｏｓ（Δτｎ２＋τｎ１）＋

　ｅｘｐ（－δΔτｎ２）（－（ａ１ωｄ＋ａ２）ｓｉｎωｄΔτ）＋

　ｅｘｐ（－δΔτｎ２）（（ａ２ωｄ－ａ１）ｃｏｓωｄΔτｎ２）

τｎ１＋１＝τｎ１＋Δτｎ１＋Δτｎ























２

（１１）

８７２
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式中下标ｎ１和ｎ２分别代表自由相和接触相，
ｎ为碰撞的次数，对于同一齿面上的弹性接触，必
须满足ｙｎ２＝ｙｎ１，ｘｎ２＝ｘｎ１的条件，解这两个超越方
程，可以分别得到自由相和接触相的时间差 Δτｎ１，

Δτｎ２．ａ１，ａ２为待定常数，由每次接触前的初始速度
和位移决定．

２　实验验证

针对带齿轮传动的弹性碰撞模型，在刚性碰撞

－Ｒａｔｔｌｉｎｇ实验装置的基础上，在从动轮的两个齿
面上贴上２ｍｍ厚的橡胶片，来分析带弹性橡胶片
和“空隙单元”的齿轮传动系统在外激励的作用下

的振动过程，实验装置如下图所示：

图３　实验装置

Ｆｉｇ．３　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄｅｖｉｃｅ

由于齿轮系统本身动力学响应复杂，以及实测

的数据包含环境噪声等因素，因此本文采用谱分析

对所建的力学模型进行实验验证．比较实测与数值

的速度功率谱密度图，可以验证所建的齿轮碰撞振

动的两种力学模型符合齿轮传动系统的实验装置．
将实验中采集得到的频谱图（ａ）、（ｂ）和数值 模拟

的频谱图（ｃ）、（ｄ）进行比较．其中，外激励的频率

为都为１６Ｈｚ，啮合间隙为０．６ｍｍ．

从实测和仿真的频谱图可以看出，系统的功率

谱表现为宽带过程，包含的频率成分很丰富，分布

在较宽的频带上，具有浑沌性质．比较两种模型的

实测和仿真频谱图，实测得到的一阶主频为１６Ｈｚ，

刚性碰撞数值仿真得到的是１６．０３Ｈｚ，弹性碰撞数

值仿真得到的是１６．０１Ｈｚ，几乎无差；而二阶主频

实测分别为４８．５Ｈｚ和３２Ｈｚ，仿真数值为４８．０１Ｈｚ，
其它各阶频率基本都是１６的倍数，不过由于建模

的误差和环境噪音影响，仿真与实测的频谱图存在

差异是可以理解的．

图４　频谱图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｐｏｗｅｒｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

３　动力学性质分析

将方程（５）和（１２）应用 ＭＡＴＬＡＢ语言进行编
程计算，分别得到两种模型的动力学响应，绘制相

轨线和对应的碰撞庞加莱点集，从中可以看出齿轮

碰撞的两种模型之间的异同点

３．１　刚性碰撞
图５为不同α条件下的刚性碰撞的相图，其它

条件参数为阻尼β＝０．１，定常阻力矩γ＝０．１，碰撞
恢复系数ε＝０．７，图６为对应的碰撞庞加莱点集．

图５　不同幅值条件下的相轨线

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｍｐｌｉｔｕｄｅ

图６　不同幅值条件下的碰撞庞加莱点集

Ｆｉｇ．６　Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｍｐｌｉｔｕｄｅ

从图５中可以看出，齿轮刚性碰撞的相图是不连续

９７２
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的，速度存在突变．而且随着外激励幅值的变化，系
统的相图也会发生变化，说明外激励的变化对系统

影响较大．从庞加莱点集可以看出，随着无量纲幅
值的变化，碰撞点的区域也会发生变化，甚至出现

奇怪吸引子．
３．２　弹性碰撞

图７为不同α条件下的弹性碰撞的相轨线，其
它条件参数为阻尼 β＝０．１，β＝０．３定常阻力矩 γ
＝０．１，图８为对应的碰撞庞加莱点集．

图７　不同幅值条件下的相轨线

Ｆｉｇ．７　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｍｐｌｉｔｕｄｅ

图８　不同幅值条件下的碰撞庞加莱点集

Ｆｉｇ．８　Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｍｐｌｉｔｕｄｅ

从弹性碰撞的相轨线可以看出与刚性碰撞之

间的明显差异，弹性碰撞的相轨线虽然是连续的，

但是也存在着速度的突变，也是一个典型的非光滑

问题．图７中的红色线为接触相，黑色线为自由相．
自由相部分与刚性碰撞没有明显差异，而接触相部

分不再是瞬间完成，而是表现为边界的弹性形变．
图８的碰撞庞加莱点集所打的黑点和红点分别代
表从动轮与主动轮开始啮合的时刻和脱离啮合的

时刻的速度情况，与刚性碰撞用一个碰撞恢复系数

来表示碰撞过程存在明显的差异．当α＝２时，庞加
莱点集只表现为几个不规则的点，而当α＝２．５时，
庞加莱点集则出现了奇怪吸引子．通过庞加莱点集
可以看出α的改变对系统的影响较大．

４　结论和讨论

１．通过数值和实验两方面的结果可以得出弹

性碰撞的齿轮传动系统振动也会出现浑沌现象，由

于弹性边界的作用与刚性碰撞的Ｒａｔｔｌｉｎｇ模型相比
能明显降低系统振动的噪声强度．此外，还可以通
过参数的调节来改变齿轮传动系统的动力学特性，

使系统的频谱成为宽带，以降低齿轮传动过程中的

噪声．
２．齿轮传动的弹性碰撞模型与刚性相比都具

有浑沌特性，同样对外激励和间隙的变化都很敏

感，改变间隙和外激励都有可能引起齿轮传动系统

出现浑沌现象．
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