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摘要　研究了超混沌吕系统的滞后投影同步与系统参数识别．在响应系统中加入适当的非线性控制器，利

用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性方法和Ｂａｒｂａｌａｔ引理进行理论分析证明，实现了驱动响应系统之间所有变量的全局滞后

投影同步，并能够对超吕系统的未知参数进行识别．最后通过数值仿真对本文中提出的理论方法的正确性

及可行性进行验证．
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引 言

自从１９６３年Ｌｏｒｅｎｚ发现第一个混沌系统［１］以

来，很多混沌系统和超混沌系统相继被提出

来［２－９］，这激起了人们极大的研究兴趣，例如四维

超混沌Ｒｓｓｌｅｒ系统［６］，超混沌蔡氏电路［７］，超混沌

陈系统［２，８］，超混沌吕系统［９］等等．由于超混沌系
统具有高容量、高安全，高效率的特点．它被广泛应
用于保密通讯［１０］，激光，神经网络，生物网络等等．
因此，研究超混沌系统具有重要的意义．
１９９０年Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌ［１１］做出关于耦合混沌

系统同步性研究的开创性工作，混沌系统的同步在

非线性科学研究掀起了新的研究热潮，现有的文献

中，对混沌系统的同步现象研究大致在以下几个方

面［１２］：混沌系统完全（精确）同步（ＣＳ），混沌系统
相同步（ＰＳ），混沌系统互同步（ＭｕｔｕａｌＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａ
ｔｉｏｎ）广义混沌同步（ＧＳ），混沌系统延迟同步等．
１９９９年，Ｍａｉｎｉｅｒｉ［１３］等人在研究完全线性混沌

系统中观察到一种新的同步现象—投影同步．ＤＡ
ＯＬＩＮＸＵ等人通过对耦合的驱动—响应系统中的
响应系统加入控制把投影同步拓展到更一般的非

线性系统［１４］．此前，投影同步的研究只局限于局部
线性的系统，如Ｌｏｒｅｎｚ系统．

投影同步按照同步的时间可分为滞后（或延

迟）投影同步，（即时）投影同步，预期投影同步．很
多实际情况下，系统的参数是未知的，或者是部分

已知的，这就增加了我们相应研究工作以及进一步

研究工作的难度．因此，如果能识别系统的未知参
数，将对我们处理实际复杂问题带来更大的积极因

素．此前，张群娇分析了超混沌 Ｒｓｓｌｅｒ和超混沌
Ｌｏｒｅｎｚ系统的全局混合投影同步［１５］．刘慧等人研
究了一个新的超混沌系统的滞后投影同步和参数

识别［１６］．
２００５年，陈爱敏等人在文献［９］中提出了超混

沌吕系统，简称超吕系统．本文是对他们所提出的超
吕系统的投影同步和参数识别问题进行研究分析．
正文内容共分为四个部分：第一部分讨论参数已知

情况下的超吕系统的滞后投影同步；第二部分讨论

参数未知情况下的超吕系统的滞后投影同步和参

数识别；第三部分是进行仿真实验，对第一、二部分

的理论进行验证．第四部分是对本次研究的总结．

１　超吕系统的滞后投影同步

投影同步是指驱动响应系统按照一个尺度因

子演化，即系统的对应分量成比例．依如下形式定
义投影同步：

考虑如下形式的混沌系统

ｘ＝ｆ（ｘ）　　　　→（驱动系统）
ｙ＝ｇ（ｘ，ｙ）＋ｕ　→（响应系统{ ）

其中

ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ∈Ｒｎ

ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）
Ｔ∈Ｒｎ
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ｆ（ｘ）＝（ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｎ（ｘ））
Ｔ

ｇ（ｙ）＝（ｇ１（ｘ，ｙ），ｇ２（ｘ，ｙ），…，ｇｎ（ｘ，ｙ））
Ｔ

ｆｉ：Ｒ
ｎ→Ｒｎ，ｇｉ：Ｒ

ｎ×Ｒｎ→Ｒｎ，（ｉ＝１，２，…，ｎ）

ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ）
Ｔ∈Ｒｎ是控制器．

定义１：　对于上述的驱动和响应系统，如果

存在常数λ，使得ｌｉｍ
ｔ→∞
｜ｘｉ（ｔ）－λｙｉ（ｔ）｜＝０，（ｉ＝１，２，

３，…，ｎ）则称驱动－响应系统投影同步．
特别地，当λ＝－１时，称为全局反同步；当 λ

＝１时，称为全局完全同步．因此，投影同步可以看
做是完全同步的一种推广．

我们首先给出超吕系统的表达式如下所示

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）＋ｕ
ｙ＝－ｘｚ＋ｃｙ
ｚ＝ｘｙ－ｂｚ










ｕ＝ｘｚ＋ｄｕ

（１）

其中ｘ，ｙ，ｚ，ｕ是变量，ａ，ｂ，ｃ，ｄ是常数．并且当 ａ＝
３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，－０．３５＜ｄ≤１．３时上述系统为超

混沌状态［９］．
我们再考虑它的响应系统

ｘ１＝ａ（ｙ１－ｘ１）＋ｕ１＋ｆ１
ｙ１＝－ｘ１ｚ１＋ｃｙ１＋ｆ２
ｚ１＝ｘ１ｙ１－ｂｚ１＋ｆ３
ｕ１＝ｘ１ｚ１＋ｄｕ１＋ｆ










４

（２）

其中ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４是非线性控制器，使得系统（１）和
（２）投影同步．

我们定义误差变量

ｅ１（ｔ）＝ｘ１（ｔ）－λｘ（ｔ－τ）

ｅ２（ｔ）＝ｙ１（ｔ）－λｙ（ｔ－τ）

ｅ３（ｔ）＝ｚ１（ｔ）－λｚ（ｔ－τ）

ｅ４（ｔ）＝ｕ１（ｔ）－λｕ（ｔ－τ）

（３）

其中λ≠０表示尺度因子，表示延迟时间．
将（１）和（２）代入（３），我们得到如下误差系统

ｅ１（ｔ）＝ａｅ２（ｔ）－ａｅ１（ｔ）＋ｅ４（ｔ）＋ｆ１
ｅ２（ｔ）＝－ｘ１（ｔ）ｚ１（ｔ）＋λｘ（ｔ－τ）ｚ（ｔ－τ）＋ｃｅ２（ｔ）＋ｆ２
ｅ３（ｔ）＝ｘ１（ｔ）ｙ１（ｔ）－λｘ（ｔ－τ）ｙ（ｔ－τ）－ｂｅ３（ｔ）＋ｆ３
ｅ４（ｔ）＝ｘ１（ｔ）ｚ１（ｔ）－λｘ（ｔ－τ）ｚ（ｔ－τ）＋ｄｅ４（ｔ）＋ｆ










４

（４）

定义２：　对于驱动系统（１）和响应系统（２），

如果存在常数λ，使得误差系统（４）满足ｌｉｍ
ｔ→∞
｜ｅｉ（ｔ）｜

＝０，（ｉ＝１，２，３，４），则称驱动 －响应系统（１）和
（２）全局滞后（或延迟）投影同步．

特别的，如果τ＝０，则称驱动 －响应系统（１）
和（２）全局投影同步．如果 τ＜０，则称驱动 －响应
系统（１）和（２）全局预期投影同步．

定理１：　对于超吕系统（１），其中 ａ，ｂ，ｃ，ｄ为
已知．如果系统（２）中的控制器设计为

ｆ１（ｔ）＝－ｚ１（ｔ）ｅ４（ｔ）

ｆ２（ｔ）＝－ｌｅ２（ｔ）＋λｚ（ｔ－τ）（ｘ１（ｔ）－ｘ（ｔ－τ））

ｆ３（ｔ）＝－λｙ（ｔ－τ）（ｘ１（ｔ）－ｘ（ｔ－τ））

ｆ４（ｔ）＝－λｘ（ｔ－τ）（ｚ１（ｔ）－ｚ（ｔ－τ））－ｋｅ４（ｔ










）

（５）

若ａ＞０，ｂ＞０，ｌ＞ｃ＋ａ４，ｋ＞ｄ＋
ｌ－ｃ

４ａ（ｌ－ｃ）－ａ２
，则

误差系统（４）的零解是全局渐近稳定的，即系统
（２）和系统（１）是滞后投影同步的．

证明：构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ（ｔ）＝１２（ｅ１（ｔ）
２＋ｅ２（ｔ）

２＋ｅ３（ｔ）
２＋ｅ４（ｔ）

２）

根据误差系统（４），
Ｖ·（ｔ）＝ｅ１ｅ１（ｔ）＋ｅ２（ｔ）ｅ２（ｔ）＋ｅ３（ｔ）ｅ３（ｔ）＋
　ｅ４（ｔ）ｅ４（ｔ）＝ｅ１（ｔ）（ａｅ２（ｔ）－ａｅ１（ｔ）＋
　ｅ４（ｔ）＋ｆ１）＋ｅ２（ｔ）（－ｘ１（ｔ）ｚ１（ｔ）＋λｘ（ｔ－
　τ）ｚ（ｔ－τ）＋ｃｅ２（ｔ）＋ｆ２）＋
　ｅ３（ｔ）（ｘ１（ｔ）ｙ１（ｔ）－λｘ（ｔ－τ）ｙ（ｔ－τ）－
　ｂｅ３（ｔ）＋ｆ３）＋ｅ４（ｔ）（ｘ１（ｔ）ｚ１（ｔ））－λｘ（ｔ－
　τ）ｚ（ｔ－τ）＋ｄｅ４（ｔ）＋ｆ４）
∵ｘ１（ｔ）ｙ１（ｔ）－λｘ（ｔ－τ）ｙ（ｔ－τ）＝
　ｅ１（ｔ）ｅ２（ｔ）＋λｅ１（ｔ）ｙ（ｔ－τ）＋λｘ（ｔ－

　τ）ｅ２（ｔ）＋（λ
２－λ）ｘ（ｔ－τ）ｙ（ｔ－τ）

ｘ１（ｔ）ｚ１（ｔ）－λｘ（ｔ－τ）ｚ（ｔ－τ）＝ｅ１（ｔ）ｅ３（ｔ）＋

　λｅ１（ｔ）ｚ（ｔ－τ）＋λｘ（ｔ－τ）ｅ３（ｔ）＋（λ
２－

　λ）ｘ（ｔ－τ）ｚ（ｔ－τ）
结合（５）代入化简得：

Ｖ·（ｔ）＝－ａｅ２１－（ｌ－ｃ）ｅ
２
２－ｂｅ

２
３－（ｋ－ｄ）ｅ

２
４＋ａｅ１ｅ２＋ｅ１ｅ４＝

　（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）

ａ －ａ２ ０ －１２

－ａ２ ｌ－ｃ ０ ０

０ ０ ｂ ０

－１２ ０ ０



















ｋ－ｄ

（ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４）
Ｔ

∵ａ＞０，ｂ＞０，ｌ＞ｃ＋ａ４，ｋ＞ｄ＋
ｌ－ｃ

４ａ（ｌ－ｃ）－ａ２

∴Ｖ·（ｔ）负定．
根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论［１７］，误差系统（４）的零

４４２
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解是 全局渐近稳定的．

所以，当ｔ→∞时，ｅ１（ｔ）→０，ｅ２（ｔ）→０，ｅ３（ｔ）→
０，ｅ４（ｔ）→０．于是，系统（１）和（２）达到全局滞后投

影同步．

２　参数未知情况下的滞后投影同步与参数

识别

上面的讨论是基于驱动系统的系数是已知的

情形，接下来我们探究驱动系统参数 ａ．，ｂ，ｃ，ｄ未

知时对它们的识别情况．对于超吕系统（１），它的

响应系统可以描述如下：

ｘ１＝^ａ（ｙ１－ｘ１）＋ｕ１＋ｆ１
ｙ１＝－ｘ１ｚ１＋^ｃｙ１＋ｆ２
ｚ１＝ｘ１ｙ１－^ｂｚ１＋ｆ３
ｕ１＝ｘ１ｚ１＋^ｄｕ１＋ｆ










４

（６）

其中 ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４是非线性控制器，使得超吕系统

（１）和（６）滞后投影同步．

ａ^（ｔ），^ｂ（ｔ），^ｃ（ｔ），^ｄ（ｔ）是对参数系数 ａ，ｂ，ｃ，ｄ

的估计，满足当ｔ→∞时，有

ａ^（ｔ）→ａ，^ｂ→ｂ，^ｃ→ｃ，^ｄ→ｄ．

我们令珘ａ（ｔ）＝^ａ（ｔ）－ａ，珓ｂ（ｔ）＝^ｂ（ｔ）－ｂ，^ｃ（ｔ）

＝^ｃ（ｔ）－ｃ，珘ｄ（ｔ）＝^ｄ（ｔ）－ｄ，将（６）和（１）代入（３），

我们可以得到如下误差动力系统．

ｅ１（ｔ）＝ａｅ２（ｔ）－ａｅ１（ｔ）＋ｅ４（ｔ）＋ｆ１＋

　珘ａ（ｔ）（ｙ１（ｔ）－ｘ１（ｔ））

ｅ２（ｔ）＝－ｘ１（ｔ）ｚ１（ｔ）＋λｘ（ｔ－τ）ｚ（ｔ－

　τ）＋ｃｅ２（ｔ）＋ｆ２＋珓ｃ（ｔ）ｙ１（ｔ）

ｅ３（ｔ）＝ｘ１（ｔ）ｙ１（ｔ）－λｘ（ｔ－τ）ｙ（ｔ－

　τ）－ｂｅ３（ｔ）＋ｆ３－珓ｂ（ｔ）ｚ１（ｔ）

ｅ４＝ｘ１（ｔ）ｚ１（ｔ）－λｘ（ｔ－τ）ｚ（ｔ－τ）＋

　ｄｅ４（ｔ）＋ｆ４＋珘ｄ（ｔ）ｕ１（ｔ



















）

（７）

定理 ２：　对于超吕系统（１），响应系统（６）中

的控制器设计如下：

ｆ１（ｔ）＝－ｚ１（ｔ）ｅ４（ｔ）

ｆ２（ｔ）＝－ｌｅ２（ｔ）＋λｚ（ｔ－τ）（ｘ１（ｔ）－ｘ（ｔ－τ））

ｆ３（ｔ）＝－λｙ（ｔ－τ）（ｘ１（ｔ）－ｘ（ｔ－τ））

ｆ４（ｔ）＝－λｘ（ｔ）（ｚ１（ｔ）－ｚ（ｔ－τ））－ｋｅ４（ｔ










）

（８）

其中，ａ＞０，ｂ＞０，ｌ＞ｃ＋ａ４，ｋ＞ｄ＋
ｌ－ｃ

４ａ（ｌ－ｃ）－ａ２
．

然后使用如下的自适应律，

ａ^·（ｔ）＝－ｅ１（ｙ）（ｙ１（ｔ）－ｘ１（ｔ））

ｂ^
·

（ｔ）＝ｚ１（ｔ）ｅ３（ｔ）

ｃ^·（ｔ）＝－ｙ１（ｔ）ｅ２（ｔ）

ｄ^
·

（ｔ）＝－ｕ１（ｔ）ｅ４（ｔ













）

（９）

则误差动力系统（７）的零解是全局渐近稳定的．
即，系统（６）和（１）是渐近达到滞后投影同步的．此
外，如果ｙ１（ｔ）→ｘ１（ｔ），ｚ１（ｔ），ｙ１（ｔ）和ｕ１（ｔ）线性无
关，那么当 ｔ→∞时，未知参数 ａ，ｂ，ｃ，ｄ可以被 ａ^
（ｔ），^ｂ（ｔ），^ｃ（ｔ），^ｄ（ｔ）识别．

证明：构造一个正定的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数如下

Ｖ（ｔ）＝１２（ｅ１（ｔ）
２＋ｅ２（ｔ）

２＋ｅ３（ｔ）
２＋ｅ４（ｔ）

２）＋１２×

　（珘ａ（ｔ）２＋珓ｂ（ｔ）２＋珓ｃ（ｔ）２＋珘ｄ（ｔ）２）
根据误差系统（７）和控制器（８），

　Ｖ
·

（ｔ）＝ｅ１（ｔ）ｅ１（ｔ）＋ｅ２（ｔ）ｅ２（ｔ）＋ｅ３（ｔ）ｅ３（ｔ）＋

ｅ４（ｔ）ｅ４（ｔ）＋珘ａ（ｔ）珘ａ
·

（ｔ）＋珓ｂ（ｔ）珓ｂ
·

（ｔ）＋

珓ｃ（ｔ）珓ｃ
·

（ｔ）＋珘ｄ（ｔ）珘ｄ
·

（ｔ）＝ｅ１（ｔ）（ａｅ２（ｔ）－
ａｅ１（ｔ）＋ｅ４（ｔ）＋ｆ１＋珘ａ（ｔ）（ｙ１（ｔ）－ｘ１（ｔ）））＋
ｅ２（ｔ）（－ｘ１（ｔ）ｚ１（ｔ）＋λｘ（ｔ－τ）ｚ（ｔ－τ）＋
ｃｅ２（ｔ）＋ｆ２＋珓ｃ（ｔ）ｙ１（ｔ）＋ｅ３（ｔ）（ｘ１（ｔ）ｙ１（ｔ）－

λｘ（ｔ－τ）ｙ（ｔ－τ）－ｂｅ３（ｔ）＋ｆ３－珓ｂ（ｔ）ｚ１（ｔ））＋
ｅ４（ｔ）（ｘ１（ｔ）ｚ１（ｔ）－λｘ（ｔ－τ）ｚ（ｔ－τ）＋

ｄｅ４（ｔ）＋ｆ４＋珘ｄ（ｔ）ｕ１（ｔ））＋珘ａ（ｔ）珘ａ
·

（ｔ）＋

珓ｂ（ｔ）珓ｂ
·

（ｔ）＋珓ｃ（ｔ）珓ｃ
·

（ｔ）＋珘ｄ（ｔ）珘ｄ
·

（ｔ）
根据（８）代入化简得

　Ｖ
·

（ｔ）＝－ａｅ２１－（ｌ－ｃ）ｅ
２
２－ｂｅ

２
３－（ｋ－ｄ）ｅ

２
４＋ａｅ１ｅ２＋ｅ１ｅ４＝

　－ａ（ｅ１－
ｅ２
２－
ｅ４
２ａ）

２＋ａ２（ｅ２＋
ｅ４
ａ）

２－（ｌ－ｃ）ｅ２２－

　ｂｅ２３－（ｋ－ｄ）ｅ
２
４≤－ａ（ｅ１－

ｅ２
２－
ｅ４
２ａ）

２＋ａ２（ｅ
２
２＋

　
ｅ２２
ａ＋
ｅ２４
ａ＋
ｅ２４
ａ２
）－（ｌ－ｃ）ｅ２２－ｂｅ

２
３－（ｋ－ｄ）ｅ

２
４＝

　－ａ（ｅ１－
ｅ２
２－
ｅ４
２ａ）

２－（ｌ－ｃ－ａ＋１２）ｅ
２
２－ｂｅ

２
３－

　（ｋ－ｄ－１２ａ－
１
２）ｅ

２
４

∵ａ＞０，ｂ＞０，ｌ＞ｃ＋ａ４，ｋ＞ｄ＋
１
２ａ＋

１
２

∴Ｖ·（ｔ）≤０，即Ｖ（ｔ）单调递减
∴当ｔ＞０时，Ｖ（ｔ）≤Ｖ（０）

又显然Ｖ（ｔ）≥０

５４２
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∴０≤Ｖ（ｔ）≤Ｖ（０），ｔ∈［０，＋∞），即 Ｖ（ｔ）有
界，且ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｖ（ｔ）存在

令Ｍ＝ｍｉｎ｛ａ，ｌ－ｃ－ａ２－
１
２，ｂ，ｋ－ｄ－

１
２ａ－

１
２｝

则Ｖ·（ｔ）≤ －Ｍ｛（ｅ１（ｔ）－
ｅ２（ｔ）
２ －

ｅ４（ｔ）
２ａ）

２＋ｅ２（ｔ）
２

＋ｅ３（ｔ）
３＋ｅ４（ｔ）

２｝

∴０≤ｅｉ（ｔ）
２≤ －Ｖ

·

（ｔ）
Ｍ （ｉ＝２，３，４），０≤（ｅ１（ｔ）

－
ｅ２（ｔ）
２ －

ｅ４（ｔ）
２ａ）

２≤－Ｖ
·

（ｔ）
Ｍ

∴∫
＋∞

０
ｅｉ（ｔ）

２ｄｔ≤－１Ｍｌｉｍｔ→∞∫
ｔ

０
Ｖ·（θ）ｄθ＝１Ｍ（Ｖ（０）

－ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｖ（ｔ））＜＋∞　（ｉ＝２，３，４）

∴∫
＋∞

０
（ｅｉ（ｔ）－

ｅ２（ｔ）
２ －

ｅ４（ｔ）
２ａ）

２ｄｔ≤－ １Ｍ

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０
Ｖ·（θ）ｄθ＝１Ｍ（Ｖ（０）－ｌｉｍｔ→∞Ｖ（ｔ））＜＋∞

∵ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｖ（ｔ）存在

∴ｅｉ（ｔ）有界，（ｉ＝２，３，４）
由误差系统（７），可知ｅｉ（ｔ）有界

∴根据 Ｂａｒｂａｌａｔ引理［１８，１９，２０］，ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅｉ（ｔ）＝０（ｉ＝

２，３，４）．同理，ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｅｉ（ｔ）－

ｅ２（ｔ）
２ －

ｅ４（ｔ）
２ａ）＝０

∴ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ１（ｔ）＝０

于是，超吕系统（１）和（６）全局滞后投影同步．另
外，根据（９）并结合上述结论，当 ｔ→∞时，有 ａ^

·
（ｔ）

→０，^ｂ
·

（ｔ）→０，^ｃ
·
（ｔ）→０，^ｄ

·

（ｔ）→０．
假设对于每个ｉ＝１，２，３，４，ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅｉ（ｔ）存在．由于

ｅｉ（ｔ）在［０，＋∞）上连续，则ｅｉ（ｔ）在［０，＋∞）上一
致连续（ｉ＝１，２，３，４）．由于ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ１（ｔ）＝０，（ｉ＝１，２，

３，４），根据Ｂａｒｂａｌａｔ引理［１８，１９，２０］，有

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ１（ｔ）＝０，（ｉ＝１，２，３，４）

根据（７）和（８）我们得到，当 ｔ→∞时，珘ａ（ｔ）（ｙ１（ｔ）
－ｘ１（ｔ））＋珓ｃ（ｔ）ｙ１（ｔ）＋珓ｂ（ｔ）ｚ１（ｔ）＋珘ｄ（ｔ）ｕ１（ｔ）＝
０．根据定理的已知条件，ｙ１（ｔ）－ｘ１（ｔ），ｚ１（ｔ）和 ｕ１
（ｔ）线性无关，于是得到：当ｔ→∞时，

珘ａ（ｔ）→０，珓ｂ（ｔ）→０，珓ｃ（ｔ）→０，珘ｄ（ｔ）→０．
那么，超吕系统（１）和（６）达到全局滞后投影同步
时，系统未知参数 ａ，ｂ，ｃ，ｄ可以被 ａ^（ｔ），^ｂ（ｔ），^ｃ
（ｔ），^ｄ（ｔ）识别．

３　数值仿真

例３．１参数已知情况下超吕混沌系统的（滞
后）投影同步

图１（ａ）　τ＝０，λ＝－１时的投影误差

Ｆｉｇ．１（ａ）　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｅｒｒｏｒｗｉｔｈτ＝０，λ＝－１

图１（ｂ）　τ＝０，λ＝３时的投影误差

Ｆｉｇ．１（ｂ）　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｅｒｒｏｒｗｉｔｈτ＝０，λ＝３

图２（ａ）　τ＝０．３时的滞后投影同步

Ｆｉｇ．２（ａ）　ＰｒｏｊｅｃｔｉｖｅｌｙＬａｇｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈτ＝０．３

在这部分，我们将通过数值仿真来验证定理１
的正确性．我们取 ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，ｄ＝－０．２，ｌ

＝３０，ｋ＝０．５．．显然 ａ＞０，ｂ＞０，ｌ＞ｃ＋ａ４，ｋ＞ｄ＋

ｌ－ｃ
４ａ（ｌ－ｃ）－ａ２

，满足定理１的条件，当延迟时间τ＝

０时，系统（１）和（２）按尺度因子 λ＝－１和 λ＝３
投影同步得到系统四个分量对应的投影误差变化

如图１（ａ）、（ｂ）所示．图２演示了延迟时间 τ＝０．３

６４２
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时系统（１）和（２）的滞后投影同步情况．

图２（ｂ）　τ＝０．３时的滞后投影同步

Ｆｉｇ．２（ｂ）　ＰｒｏｊｅｃｔｉｖｅｌｙＬａｇｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈτ＝０．３

例３．２超吕系统参数未知情况下的滞后投影
同步与参数识别．

图３（ａ）　参数未知时的滞后投影同步

Ｆｉｇ．３（ａ）　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｌｙｌａｇｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｙｐｅｒｃｈａｏｓｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图３（ｂ）　系统参数识别

Ｆｉｇ．３（ｂ）　Ｓｙｓｔｅｍ＇ｓＰａｒａｍｅｔｅｒｓｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

在本例中，我们通过数值仿真来验证定理２的
正确性．我们取ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，ｄ＝－０．２６，ｌ＝
４５，ｋ＝０．５，λ＝１．８，τ＝０．７．满足 ａ＞０，ｂ＞０，ｌ＞ｃ

＋ａ＋１２ ，ｋ＞ｄ＋
ｌ
２ａ＋

１
２．图３（ａ）展示了驱动响应系

统的滞后投影同步图．图３（ｂ）是对参数 ａ，ｂ，ｃ，ｄ
的识别情况．从图３（ｃ）也可以看出，ｙ１（ｔ）－ｘ１（ｔ），
ｚ１（ｔ），ｙ１（ｔ），ｕ１（ｔ）的极限不为零，并且可以看出它
们是线性无关的．因此能够实现滞后投影同步，并
识别ａ，ｂ，ｃ，ｄ的值．

图３（ｃ）　测试１（ｔ）－ｘ１（ｔ），ｚ１（ｔ），ｙ１（ｔ）和ｕ１（ｔ）的变化

Ｆｉｇ．３（ｃ）　ｔｅｓｔｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆ１（ｔ）－ｘ１（ｔ），ｚ１（ｔ），ｙ１（ｔ），ｕ１（ｔ）

４　结论

本文研究了超吕系统的滞后投影同步与参数

识别问题．通过对超吕系统加非线性控制器，利用
Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论以及 Ｂａｒｂａｌａｔ引理，我们得到
了定理１和定理２的结论．定理１给出了超吕系统
滞后投影同步的判定方法．定理２给出了基于投影
同步的参数识别方法，有了这一方法，我们事先可

以不需要知道系统的参数．在推导定理１、２的过程
中，我们发现，控制器中的反馈增益 ｌ和 ｋ是与系
统参数有关的，ｙ１（ｔ）－ｘ１（ｔ），ｚ１（ｔ），ｙ１（ｔ）和ｕ１（ｔ）
的线性无关性是利于系统参数识别的．另外，与文
献［１０］相比，本文中设计的控制器较为简单，因而
能以更低的物理代价实现，大大降低了应用成本．
在做仿真实验时，我们验证了定理１和定理２的正
确性和可行性．综上所述，超吕系统是可以实现全
局的滞后投影同步并可以对其系统参数进行识别

的，这对我们在处理许多类似的系统同步问题过程

中具有重要的借鉴或指导意义．
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