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一类具有扇区非线性的时变时滞系统的绝对稳定性
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摘要　讨论一类具有扇区非线性的时变时滞系统的绝对稳定性问题．基于时滞分段的思想，构造一种新的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，进一步应用自由权矩阵结合积分不等式方法，并充分考虑时变时滞和时滞上界之间的关系，

得到了基于ＬＭＩ的具有更低保守性的时滞相关绝对稳定条件．最后，数值实例表明所提方法的有效性和相

比已有结果的优越性．

关键词　非线性系统，　绝对稳定，　时滞相关，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函

引 言

时滞现象普遍存在于各种工程、生物和经济等

系统中，常常是导致系统不稳定的一个重要原

因［１，２］；另一方面，Ｌｕｒｉｅ控制系统是一类非常重要
的非线性系统，因此，Ｌｕｒｉｅ时滞系统的绝对稳定性
研究受到了广泛的关注［３－６］．

目前，自由权矩阵方法［７］和积分不等式方

法［３］不需模型变换和交叉项界定，是研究时滞系统

鲁棒控制的主要方法．文献［３］和［４］基于积分不
等式方法对 Ｌｕｒｉｅ时滞系统进行了研究，针对时变
时滞和定常时滞两种情形，分别获得了相应的时滞

相关绝对稳定条件．针对时变时滞的情形，文献
［５］采用增广Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函并且保留［４］中忽略的
有用信息，考虑时变时滞和时滞上界之间的关系，

进一步降低了结论的保守性，文献［６］基于时滞分
段Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，有效降低了结论的保守性，但所
得的结论不适用于时变时滞的情形．

本文针对Ｌｕｒｉｅ时变时滞系统，通过构造新的
Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，应用自由权矩阵和积分不等式方
法，得到了更低保守性的时滞相关绝对稳定条件，

所得的结论包含更少的自由矩阵，具有更高的效

率．数值实例表明了所提方法的有效性．
全文沿用以下标记：Ｒｎ，Ｒｎ×ｎ分别表示实数域

上的ｎ维向量空间与 ｎ×ｎ矩阵空间，ＡＴ和 Ａ－１分
别表示矩阵Ａ的转置和逆；Ｐ＞０（Ｐ≥０）表示矩阵
Ｐ是一个正定（半正定）对称矩阵；Ｉ表示合适维数

的单位矩阵，表示矩阵中的对称项．

１　系统描述

考虑如下时变时滞Ｌｕｒｉｅ系统：
ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｘ（ｔ－ｄ（ｔ））＋Ｄｗ（ｔ），
ｚ（ｔ）＝Ｍｘ（ｔ）＋Ｎｘ（ｔ－ｄ（ｔ）），
ｗ（ｔ）＝－φ（ｔ，ｚ（ｔ）），ｘ（ｔ）＝（ｔ），ｔ∈［－ｈ，０

{
］

（１）

这里，ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，ｗ（ｔ）∈Ｒｍ，ｚ（ｔ）∈Ｒｍ分别为系统
的状态向量，输入向量和输出向量；Ａ，Ｂ，Ｄ，Ｍ，Ｎ为
合适维数的常数实矩阵；（ｔ）为连续向量值初始
函数；φ（ｔ，ｚ（ｔ））：［０，∞）×Ｒｍ→Ｒｍ为对 ｔ连续的
非线性函数，对 ｚ（ｔ）满足李普希兹条件，φ（ｔ，０）＝
０且对ｔ≥０，ｚ（ｔ）∈Ｒｍ满足以下扇形约束：

［φ（ｔ，ｚ（ｔ））－Ｋ１ｚ（ｔ）］
Ｔ［φ（ｔ，ｚ（ｔ））－Ｋ２ｚ（ｔ）］≤０（２）

其中，Ｋ１，Ｋ２为具有合适维数的常数实矩阵．我们
通常称这样的非线性函数 φ（ｔ，ｚ（ｔ））属于扇形区
域［Ｋ１，Ｋ２］，时滞ｄ（ｔ）是时变连续函数且满足：
０≤ｄ（ｔ）≤ｈ，　ｄ（ｔ）≤μ （３）

这里ｈ和μ是常数．
在讨论标称系统（１）绝对稳定性的基础上，本

文进一步考虑如下时变结构不确定系统：

ｘ（ｔ）＝（Ａ＋ΔＡ（ｔ））ｘ（ｔ）＋（Ｂ＋
　ΔＢ（ｔ））ｘ（ｔ－ｄ（ｔ））＋Ｄｗ（ｔ），
ｚ（ｔ）＝Ｍｘ（ｔ）＋Ｎｘ（ｔ－ｄ（ｔ）），
ｗ（ｔ）＝－φ（ｔ，ｚ（ｔ）），ｘ（ｔ）＝φ（ｔ），ｔ∈［－ｈ，０










］

（４）

其中，时变结构不确定性的形式如下

［ΔＡ（ｔ）　ΔＢ（ｔ）］＝ＬＦ（ｔ）［Ｅａ　Ｅｂ］ （５）
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这里，Ｌ，Ｅａ和Ｅｂ是合适维数的常数矩阵，而 Ｆ（ｔ）
是未知的时变实矩阵且满足：

Ｆ（ｔ）ＴＦ（ｔ）≤Ｉ，ｔ． （６）

为证明本文的主要结论，需要用到如下引理：

引理１［３］　设ｘ（ｔ）为Ｒｎ上具有连续一阶导数

的向量函数，则对Ｒ＝ＲＴ＞０，ｈ≥０，满足不等式：

－ｈ∫
ｔ

ｔ－ｈ
ｘＴ（ｓ）Ｒｘｄｓ≤

　ｘ（ｔ）
ｘ（ｔ－ｈ[ ]

）

Ｔ Ｒ Ｒ[ ]Ｒ Ｒ
　ｘ（ｔ）
ｘ（ｔ－ｈ[ ]

）

引理２［８］　给定适当维数的矩阵Ｑ＝ＱＴ，Ｈ，Ｅ，

则Ｑ＋ＨＦ（ｔ）Ｅ＋ＥＴＦＴ（ｔ）ＨＴ＜０，对任意满足 ＦＴ

（ｔ）Ｆ（ｔ）≤Ｉ的Ｆ（ｔ）成立的充要条件是存在λ＞０，
使得Ｑ＋λ－１ＨＴＨ＋λＥＴＥ＜０．

２　主要结果

首先考虑非线性函数 φ（ｔ，ｚ（ｔ））属于扇形区

域［０，Ｋ］的情形，即φ（ｔ，ｚ（ｔ））满足

φ（ｔ，ｚ（ｔ））Ｔ［φ（ｔ，ｚ（ｔ））－Ｋｚ（ｔ）］≤０ （７）

有如下结论：

定理１　给定标量ｈ＞０和μ，若存在矩阵Ｐ＞０，

Ｑ≥０，Ｒ＝
Ｒ１１ Ｒ１２
 Ｒ[ ]

２２

＞０，Ｚｉ＞０（ｉ＝１，２，３，４），以及任意

合适维数的矩阵Ｇｊ，Ｈｊ（ｊ＝１，２），使得以下ＬＭＩ成立，

Φｉ
ｈ
２Φ

Ｔ
３Ｚ









－Ｚ
＜０，ｉ＝１，２ （８）

则满足时滞约束（３）的标称系统（１）在扇形区［０，
Ｋ］内绝对稳定，其中，

Φ１＝

Φ１１ Φ１２ Φ１３ Ｈ１ Φ１５ ｈＧ１

 Φ２２ ０ Ｈ２ ＮＴＫＴ ｈＧ２
  Φ３３ Φ３４ ０ ０

   Φ４４ ０ ０

    ２Ｉ ０

     Φ





















６６

，

Φ２＝

Φ１１ Φ１２ Φ１３ Ｈ１ Φ１５ ｈＨ１

 Φ２２ ０ Ｈ２ ＮＴＫＴ ｈＨ２
  Φ３３ Φ３４ ０ ０

   Φ４４ ０ ０

    ２Ｉ ０

     Φ





















６６

，

Φ３＝［Ａ　Ｂ　０　０　Ｄ　０］，

Φ１１＝ＰＡ＋Ａ
ＴＰ＋Ｑ＋Ｒ１１＋Ｇ１＋Ｇ

Ｔ
１＋Ｚ２－Ｚ１，

Φ１２＝ＰＢ－Ｇ１＋Ｇ
Ｔ
２＋Ｈ１，

Φ１３＝Ｚ１－Ｚ２＋Ｒ１２，Φ１５＝ＰＤ－Ｍ
ＴＫＴ，

Φ２２＝－（１－μ）Ｑ－Ｇ２－Ｇ
Ｔ
２＋Ｈ２＋Ｈ

Ｔ
２，

Φ３３＝Ｚ２－Ｚ１＋Ｚ３－Ｚ４＋Ｒ２２－Ｒ１１，
Φ３４＝Ｚ４－Ｚ３－Ｒ１２，　Φ４４＝Ｚ３－Ｚ４－Ｒ２２，

Φ６６＝－
ｈ２
２（Ｚ２＋Ｚ３），　Ｚ＝Ｚ１＋Ｚ２＋Ｚ３＋Ｚ４

证明　由牛顿—莱布尼茨公式可知，对于任意
合适维数的矩阵Ｇｉ，Ｈｉ，Ｔｉ，ｉ＝１，２，以下式子成立：

０＝２［ｘＴ（ｔ）Ｇ１＋ｘ
Ｔ（ｔ－ｄ（ｔ））Ｇ２］×［ｘ（ｔ）－

　　ｘ（ｔ－ｄ（ｔ））－∫
ｔ

ｔ－ｄ（ｔ）
ｘ（ｓ）ｄｓ］ （９）

０＝２［ｘＴ（ｔ）Ｈ１＋ｘ
Ｔ（ｔ－ｄ（ｔ））Ｈ２］×［ｘ（ｔ－

　　ｄ（ｔ））－ｘ（ｔ－ｈ）－∫
ｔ－ｄ（ｔ）

ｔ－ｈ
ｘ（ｓ）ｄｓ］ （１０）

另外，根据系统（１）和式（７）可知，
０≤－２ｗＴ（ｔ）ｗ（ｔ）－２ｗＴ（ｔ）Ｋ［Ｍｘ（ｔ）＋Ｎｘ（ｔ－ｄ（ｔ））］（１１）

构造如下形式的Ｌｙａｐｕｎｏｖ－Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函：

Ｖ（ｔ，ｘ１）＝ｘ
Ｔ（ｔ）Ｐｘ（ｔ）＋∫

ｔ

ｔ－ｄ（ｔ）
ｘＴ（ｓ）Ｑｘ（ｓ）ｄｓ＋

　∫
ｔ

ｔ－ｈ２
ζＴ１（ｓ）Ｒζ１（ｓ）ｄｓ＋

ｈ２
２∫

０

－ｈ２
∫
ｔ

ｔ＋θ
ｘＴ（ｓ）（Ｚ１＋

　Ｚ３）ｘ
Ｔ（ｓ）ｄｓｄθ＋ｈ

２

２∫
－ｈ２

－ｈ∫
ｔ

ｔ＋θ
ｘＴ（ｓ）（Ｚ２＋

　Ｚ４）ｘ
Ｔ（ｓ）ｄｓｄθ （１２）

这里，Ｐ＞０，Ｑ≥０，Ｒ＝
Ｒ１１ Ｒ１２
 Ｒ[ ]

２２

＞０，Ｚｉ＞０（ｉ＝１，

２，３，４）为待定矩阵，ζ１（ｔ）＝［ｘ
Ｔ（ｔ）　ｘＴ（ｔ－

ｈ
２）］

Ｔ．计算Ｖ（ｔ，ｘｔ）沿系统（１）的导数，有

Ｖ
·

（ｔ，ｘ１）＝２ｘ
Ｔ（ｔ）Ｐｘ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）－（１－

　ｄ
·

（ｔ））ｘＴ（ｔ－ｄ（ｔ））Ｑｘ（ｔ－ｄ（ｔ））＋ｈ
２

４ｘ
Ｔ（ｔ）（Ｚ１＋

　Ｚ２＋Ｚ３＋Ｚ４）ｘ（ｔ）＋ζ
Ｔ
１（ｔ）Ｒζ１（ｔ）－ζ

Ｔ
２（ｔ）Ｒζ２（ｔ）－

　 ｈ２∫
ｔ

ｔ－ｈ２
ｘＴ（ｓ）（Ｚ１－Ｚ２）ｘ（ｓ）ｄｓ－

ｈ
２∫

ｔ－ｈ２

ｔ－ｈ
ｘＴ（ｓ）（Ｚ４－

　Ｚ３）ｘ（ｓ）ｄｓ－
ｈ
２∫

ｔ

ｔ－ｈ
ｘＴ（ｓ）（Ｚ２＋Ｚ３）ｘ（ｓ）ｄｓ （１３）

其中，ζ１（ｔ）＝［ｘ
Ｔ（ｔ－ｈ２）　ｘ

Ｔ（ｔ－ｈ）］Ｔ．由引理１可知，

ｈ
２∫

ｔ

ｔｈ２
ｘＴ（ｓ）（Ｚ１Ｚ２）ｘ（ｓ）ｄｓ≤ζ

Ｔ
１（ｔ）

Ｚ２Ｚ１ Ｚ１Ｚ２
 Ｚ２Ｚ

[ ]
１

ζ１（ｔ）

（１４）

９５１
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ｈ
２∫

ｔｈ２

ｔｈ
ｘＴ（ｓ）（Ｚ４Ｚ３）ｘ（ｓ）ｄｓ≤ζ

Ｔ
２（ｔ）

Ｚ３Ｚ４ Ｚ４Ｚ３
 Ｚ３Ｚ

[ ]
４

ζ２（ｔ）

（１５）
将式（９）（１１）加入式（１３），并利用（１４）和（１５）得

Ｖ
·

（ｔ，ｘ１）≤
１
ｈ∫

ｔ

ｔ－ｄ（ｔ）
ηＴ（ｔ，ｓ）［Φ１＋

　 ｈ
２

４Φ
Ｔ
３ＺΦ３］η（ｔ，ｓ）ｄｓ＋

１
ｈ∫

ｔ－ｄ（ｔ）

ｔ－ｈ
ηＴ（ｔ，ｓ）［Φ２＋

　ｈ
２

４Φ
Ｔ
３ＺΦ３］η（ｔ，ｓ）ｄｓ （１６）

这里，ηＴ（ｔ，ｓ）＝［ｘＴ（ｔ）ｘＴ（ｔ－ｄ（ｔ））ζＴ２（ｔ）ｗ
Ｔ（ｔ）ｘＴ

（ｓ）］Ｔ，若 Φ１＋
ｈ２
４Φ

Ｔ
３ＺΦ３＜０且 Φ２＋

ｈ２
４Φ

Ｔ
３ＺΦ３＜

０，那么对于充分小的 ε＞０，有 Ｖ
·

（ｔ，ｘ１）＜－ε‖ｘ
（ｔ）‖２，这样，标称系统（１）在扇形区［０，Ｋ］内绝对

稳定．由Ｓｃｈｕｒ补［９］可知，Φ１＋
ｈ２
４Φ

Ｔ
３ＺΦ３＜０和 Φ２

＋ｈ
２

４Φ
Ｔ
３ＺΦ３＜０等价于（８）．根据定义１，定理得

证．
对非线性函数在扇形区［Ｋ１，Ｋ２］中的情形，应

用反馈环的变换［１０］，可得系统（１）在扇形区［Ｋ１，
Ｋ２］内的绝对稳定性等价于系统

ｘ（ｔ）＝（Ａ－ＤＫ１Ｍ）ｘ（ｔ）＋（Ｂ－

　ＤＫ１Ｎ）ｘ（ｔ－ｄ（ｔ））＋Ｄｗ（ｔ），

ｚ（ｔ）＝Ｍｘ（ｔ）＋Ｎｘ（ｔ－ｄ（ｔ）），
ｗ（ｔ）＝－φ（ｔ，ｚ（ｔ










））

（１７）

在［０，Ｋ２－Ｋ１］内的绝对稳定性．由定理１可得：
定理２　给定标量ｈ＞０和μ，如果存在矩阵Ｐ＞０，

Ｑ≥０，Ｒ＝
Ｒ１１ Ｒ１２
 Ｒ[ ]

２２

＞０，Ｚｉ＞０（ｉ＝１，２，３，４），以及任意

合适维数的矩阵Ｇｊ，Ｈｊ（ｊ＝１，２），使得以下ＬＭＩ成立，

Φ
＾
ｉ
ｈ
２Φ
＾Ｔ
３Ｚ









－Ｚ

（１８）

则满足时滞约束（３）的标称系统（１）在扇形区［Ｋ１，
Ｋ２］内绝对稳定，其中，

Φ
＾
１＝

Φ
＾
１１ Φ

＾
１２ Φ１３ Ｈ１ Φ

＾
１５ ｈＧ１

 Φ２２ ０ Ｈ２ Φ
＾
２５ ｈＧ２

  Φ３３ Φ３４ ０ ０

   Φ４４ ０ ０

    ２Ｉ ０

     Φ





















６６

，

Φ
＾
２＝

Φ
＾
１１ Φ

＾
１２ Φ１３ Ｈ１ Φ

＾
１５ ｈＨ１

 Φ２２ ０ Ｈ２ Φ
＾
２５ ｈＨ２

  Φ３３ Φ３４ ０ ０

   Φ４４ ０ ０

    ２Ｉ ０

     Φ





















６６

，

Φ
＾
３＝［Ａ

＾
　Ｂ

＾
　０　０　Ｄ　０］，

Φ
＾
１１＝ＰＡ

＾
＋ＡＴ^Ｐ＋Ｑ＋Ｒ１１＋Ｇ１＋Ｇ

Ｔ
１＋Ｚ２－Ｚ１，

Φ
＾
１２＝ＰＢ

＾
－Ｇ１＋Ｇ

Ｔ
２＋Ｈ１，Φ

＾
１５＝ＰＤ－Ｍ

Ｔ（Ｋ２－Ｋ１）
Ｔ，

Φ
＾
２５＝－Ｎ

Ｔ（Ｋ２－Ｋ１）
Ｔ，Ａ
＾
＝Ａ－ＤＫ１Ｍ，Ｂ

＾
＝Ｂ－ＤＫ１Ｎ，

且Φ１３，Φ２２，Φ３３，Φ３４，Φ４４，Φ６６定义于定理１．
对于时变结构不确定 Ｌｕｒｉｅ系统 （４），利用 Ａ

＋ＬＦ（ｔ）Ｅａ和Ｂ＋ＬＦ（ｔ）Ｅｂ分别替换式（１８）中的Ａ
和Ｂ，应用Ｓｃｈｕｒ补及引理２，有如下定理：

定理３　给定标量ｈ＞０和μ，如果存在矩阵 Ｐ

＞０，Ｑ≥０，Ｒ＝
Ｒ１１ Ｒ１２
 Ｒ[ ]

２２

＞０，Ｚｉ＞０（ｉ＝１，２，３，

４），以及任意合适维数的矩阵Ｇｊ，Ｈｊ（ｊ＝１，２），和标
量λ＞０，使得以下ＬＭＩ成立，

Φ
＾
ｉ
ｈ
２Φ
＾Ｔ
３Ｚ Ｐ

＾
Ｌ λＥ

＾

 －Ｚ ｈ
２ＺＬ ０

  －λＩ ０

   －λ

















Ｉ

＜０，ｉ＝１，２（１９）

则满足时滞约束（３）的时变结构不确定系统（４）在
扇形区［Ｋ１，Ｋ２］内鲁棒绝对稳定，其中

Ｅ
＾
＝［Ｅａ　Ｅｂ　０　０　０　０］

Ｔ，Ｐ
＾
＝［Ｐ　０　０　０　０　０］Ｔ，

且Φ
＾
１，Φ

＾
２，Φ

＾
３定义于定理２．

３　数值实例

考虑如下不确定系统的鲁棒绝对稳定性：

Ａ＝
２ ０
０ ０．[ ]９，Ｂ＝

１ ０
１ [ ]１，Ｄ＝

０．２
０．[ ]３

Ｍ＝［０．３　０．１］，Ｎ＝［０．１　０．２］，Ｋ１＝０．２

Ｋ２＝０．５，Ｌ＝
０．１ ０
０ ０．[ ]１，Ｅａ＝Ｅｂ＝

１　０[ ]０　１
对于不同的μ，定理３得到的保证系统绝对稳

定的最大允许时滞及目前已有文献的结果列在表

１中．从表中可以看出，利用定理３所得到的时滞
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上界要明显优于已有文献的结论．
表１　不同情况下的最大允许时滞

Ｔａｂｌｅ１　Ａｌｌｏｗａｂｌｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

μ ０ ０．３ ０．９ ＞１．０
［４］ ３．３０５７ ２．０７８７ ０．９２２８ ０．７６３８
［５］ ３．３０５７ ２．２３０５ １．４７２１ １．４５１９

Ｔｈｅｏｒｅｍ３ ３．６０９４ ２０２６９８ １．６０１８ １．６０１８

４　结论

本文讨论一类具有扇区非线性的时变时滞系

统的绝对稳定性问题．通过构造新的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛
函，应用自由权矩阵结合积分不等式方法，得到了

更低保守性和更高效率的时滞相关绝对稳定条件．
数值实例表明了本文方法的有效性．
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