
书书书

第９卷第２期２０１１年６月
１６７２６５５３／２０１１／０９⑵／１３９４

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＤＹＮＡＭＩＣＳＡＮＤＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．９Ｎｏ．２
Ｊｕｎ．２０１１

２０１０１０１３收到第１稿，２０１０１０２２收到修改稿．
２００９年长安大学科技创新基础研究支持计划研究项目（ＣＨＤ２００９ＪＣ１７０）

随机外激非线性系统 ＦＰＫ方程的四阶中心
Ｃ－Ｎ型隐式差分解

王文杰　徐伟
（西北工业大学理学院数学系，西安　７１００７２）

摘要　研究了非线性随机动力系统所对应的Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ－ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ（ＦＰＫ）方程．讨论了微分方程的可

朗克（Ｃｒａｎｋ）一尼考尔逊（Ｎｉｃｏｌｓｏｎ）型隐式有限差分格式以及微分的四阶中心差分格式，将两者相结合，得

到ＦＰＫ方程的四阶中心Ｃ－Ｎ隐式格式差分解，并与ＦＰＫ方程的精确解进行了比较．数值结果表明，该方法

具有良好的稳定性，且可以解决其他方法在概率密度峰值处偏小，而在尾部处较大等缺点．

关键词　非线性系统，　ＦＰＫ方程，　有限差分法，　可朗克－尼考尔逊隐式差分格式

引 言

ＦＰＫ方程于２０世纪初由 Ｆｏｋｋｅｒ与 Ｐｌａｎｃｋ首
先提出，并应用于研究量子物理问题．２０世纪 ３０
年代初Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ将它一般化与抽象化．不久，Ａｎ
ｄｒｏｎｏｖ等将它应用于研究一般动态系统．５０年代
Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ将它应用于研究电子工程问题．５０年
代末Ｃｈｕａｎｇ与Ｋａｚｄａ将它应用于研究非线性控制
系统．６０年代初Ａｒｉａｒａｔｎａｍ、Ｌｙｏｎ、Ｓｍｉｔｈ、Ｃａｕｇｈｅｙ与
Ｄｉｅｎｅｓ、Ｃｒａｎｄａｌｌ等将它应用于研究非线性随机振
动问题．

利用转移概率密度求解系统的各种响应统计

量，可对该系统的响应和可靠性等做定性分析．但
是，目前只对一些特殊的非线性随机动力系统，才

能得到其ＦＰＫ方程的精确解［１－３］．基于此，许多学
者致力于 ＦＰＫ方程数值解法的研究，其中有代表
性的主要有有限元法，有限差分法，路径积分法，

等价线性化方法，高斯闭合法，摄动法，Ｇｒａｍ－
Ｃｈａｒｌｉｅｒ展开法，等价非线性系统法，随机平均法
等．

但这些方法各有其局限性，例如，有限元法一

般都很大，而且计算得到的尾部概率密度不太准

确．等价线性化方法和高斯闭合法对强非线性［４－６］

或具有随机参激的系统就不适用，因为此时系统响

应的稳态概率密度往往是非高斯型的．摄动法只适
用于弱非线性系统．Ｇｒａｍ－Ｃｈａｒｌｉｅｒ展开法可能导
致概率密度为负值的情形．等价非线性系统法要求

两个非线性系统性质很接近．随机平均法只适用于
弱阻尼和弱激励的情形．

本文针对上述问题，提出了 ＦＰＫ方程的一种
新的Ｃ－Ｎ型隐式差分方法，可以较好地解决其他
方法所具有的不足，得到比较准确地概率密度函

数．

１　具有随机外激非线性动力系统地ＦＰＫ方程

对于非线性随机动力系统，其对应的 ＦＰＫ方

程一般具有如下的形式：

ｐ
ｔ
＝－
ｘｉ
（ａｉｐ）＋

１
２
２

ｘｉｘｊ
（ｂｉｊｐ） （１）

ＦＰＫ方程（１）是一个抛物型变系数偏微分方

程，其描述了扩散过程的转移概率密度 ｐ（ｘ，ｔ｜ｘ０，

ｔ０）的进化或流动，其中 ａｉ，ｂｉｊ为对应的漂移和扩散

系数．

当ａｉ，ｂｉｊ均不显含时间时，则 ＦＰＫ方程（１）可
转化为：

０＝－
ｘｉ
（ａｉｐ）＋

１
２
２

ｘｉｘｊ
（ｂｉｊｐ） （２）

ＦＰＫ方程（２）是一个椭圆型变系数偏微分方
程，常称为简化或平稳ＦＰＫ方程．其解将是平稳概
率密度ｐ（ｘ）．要唯一确定ＦＰＫ方程（１）的解，还需
要初始条件和边界条件．

在本文中，采用初始条件：

ｐ（ｘ，ｔ｜ｘ０，ｔ０）＝δ（ｘ－ｘ０），ｔ＝ｔ０ （３）

其表示在ｔ＝ｔ０时刻，系统以概率１处于初始状态
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ｘ０．
无穷边界条件：

ｌｉｍ
ｘｊ→±∞

ｐ（ｘ，ｔ｜ｘ０，ｔ０）＝０ （４）

或者，它必须至少以｜ｘｊ｜
－α（α＞１）趋近于零．

在随机振动理论中，ＦＰＫ方程（１）与（２）常用
来预测非线性随机动力系统的响应．因而，ＦＰＫ方
程解的精确程度对于可靠性分析起着至关重要的

作用．

２　ＦＰＫ方程的有限差分法

２．１　Ｃ－Ｎ有限差分格式

设
ｕ
ｔ
＝Ｌ（ｕ）为一般形式的抛物型偏微分方

程，Ｌ（ｕ）为微分算子．则一维问题的 Ｃ－Ｎ有限差
分格式为：

ｕｎ＋１ｊ －ｕｎｊ
τ

＝１２（Ｌ
ｎ＋１
ｈ （ｕｊ）＋Ｌ

ｎ
ｈ（ｕｊ）） （５）

其中Ｌｎｈ（ｕｊ）为微分算子Ｌ（ｕ）在点（ｘｊ，ｔｎ）处对应的
差分算子，ｈ为空间步长，τ为时间步长．

二维问题的Ｃ－Ｎ有限差分格式为：
ｕｎ＋１ｊ，ｋ －ｕ

ｎ
ｊ，ｋ

τ
＝１２（Ｌ

ｎ＋１
ｈ （ｕｊ，ｋ）＋Ｌ

ｎ
ｈ（ｕｊ，ｋ）） （６）

其中Ｌｎｈ（ｕｊ，ｋ）为微分算子Ｌ（ｕ）在点（ｘｊ，ｙｋ，ｔｎ）处对
应的差分算子，ｈ为空间步长，τ为时间步长．

２．２　四阶中心差分格式

设ｆ（ｘ）为一函数，则ｆ′（ｘｉ），ｆ
＂（ｘｉ）可以利用四

阶中心差分格式表示为：

ｆ
ｘｉ
≈
８（ｆｉ＋１－ｆｉ－１）－（ｆｉ＋２－ｆｉ－２）

１２Δｘｉ
（７）

２ｆ
ｘ２ｉ
≈
１６（ｆｉ＋１－ｆｉ－１）－（ｆｉ＋２－ｆｉ－２）－３０ｆｉ

１２（Δｘｉ）
２ （８）

其中ｆｉ表示函数 ｆ（ｘ）在点 ｘｉ处的值，Δｘｉ＝ｘｉ＋１－

ｘｉ．

２．３　ＦＰＫ方程的四阶中心差分Ｃ－Ｎ格式
对于一维ＦＰＫ方程（１），将微分的四阶中心差

分格式和微分方程的Ｃ－Ｎ差分格式相结合，即可
得到一维ＦＰＫ方程的四阶中心差分Ｃ－Ｎ格式．

一维问题的四阶中心差分Ｃ－Ｎ格式：
ｐｎ＋１ｊ －ｐｎｊ
τ

＝－１２［（Ｄ１
ｎ＋１
ｊ＋１＋Ｄ１

ｎ
ｊ＋１）／１２ｈ］＋

　１４［（Ｄ２
ｎ＋１
ｊ＋１＋Ｄ２

ｎ
ｊ＋１）／１２ｈ

２］ （９）

其中：

Ｄ１ｎｊ＋１＝８（ａｊ＋１ｐ
ｎ
ｊ＋１－ａｊ－１ｐ

ｎ
ｊ－１）－

　（ａｊ＋２ｐ
ｎ
ｊ＋２－ａｊ－２ｐ

ｎ
ｊ－２）

Ｄ２ｎｊ＋１＝１６（ｂｊ＋１ｐ
ｎ
ｊ＋１－ｂｊ－１ｐ

ｎ
ｊ－１）－

　（ｂｊ＋２ｐ
ｎ
ｊ＋２－ｂｊ－２ｐ

ｎ
ｊ－２）－３０ｂｊｐ

ｎ
ｊ

二维问题的四阶中心差分Ｃ－Ｎ格式：
ｐｎ＋１ｊ，ｋ －ｐ

ｎ
ｊ，ｋ

τ
＝－１２［（Ｆ１

ｎ＋１
ｊ＋１，ｋ＋Ｆ１

ｎ
ｊ＋１，ｋ）／１２ｈ］＋

　１４［（Ｆ２
ｎ＋１
ｊ＋１，ｋ＋Ｆ２

ｎ
ｊ＋１，ｋ）／１２ｈ

２］ （１０）

其中：

Ｆ１ｎｊ＋１，ｋ＝８（ａｊ＋１，ｋｐ
ｎ
ｊ＋１，ｋ－ａｊ－１，ｋｐ

ｎ
ｊ－１，ｋ）－

　（ａｊ＋２，ｋｐ
ｎ
ｊ＋２，ｋ－ａｊ－２，ｋｐ

ｎ
ｊ－２，ｋ）

Ｆ２ｎｊ＋１，ｋ＝８Ｑ
ｎ＋１
ｊ，ｋ －８Ｑ

ｎ＋１
ｊ，ｋ－１－Ｑ

ｎ
ｊ，ｋ＋２＋Ｑ

ｎ
ｊ，ｋ－２

Ｑｎｊ，ｋ＝８（ｂｊ＋１，ｋ＋１ｐ
ｎ
ｊ＋１，ｋ＋１－ｂｊ－１，ｋ＋１ｐ

ｎ
ｊ－１，ｋ＋１）－

　（ｂｊ＋２，ｋ＋１ｐ
ｎ
ｊ＋２，ｋ＋１－ｂｊ－２，ｋ＋１ｐ

ｎ
ｊ－２，ｋ＋１）

３　数值算例

算例１考虑如下受随机外激的二自由度非线
性系统

Ｘ
¨
－βＸ

·

＋Ｘ＋Ｘ３＋Ｘ５＝Ｗ（ｔ） （１１）
式中Ｗ（ｔ）是一零均值高斯白噪声，其相关系数为
ＥＷ（ｔ）Ｗ（ｔ＋τ）＝２δ（τ）对应于系统（１１）响应 Ｘ１

＝Ｘ，Ｘ２＝Ｘ
·

的联合稳态概率密度 ｐ（ｘ１，ｘ２）的 ＦＰＫ
方程为

－ｘ２
ｐ（ｘ１，ｘ２）
ｘ１

＋
ｘ２
［（βｘ２＋ｘ１＋ｘ

３
１＋

　　ｘ５１）ｐ（ｘ１，ｘ２）］＋
２ｐ（ｘ１，ｘ２）
ｘ２２

（１２）

其精确解为：

ｐ（ｘ１，ｘ２）＝Ｃｅｘｐ［－β（
ｘ２１
２＋
ｘ２２
２＋
ｘ４２
４＋
ｘ６２
６）］

（１３）
式中Ｃ为归一化常数．

在该算例中，取求解区域为（－４，４）×（－４，
４），空间步长ｈ＝０．５，时间步长 ｔ＝０．２，则利用本
文方法可得到 β＝１时数值解 ｐ１（ｘ１，ｘ２），并与由
（１３）式得到的精确解ｐ（ｘ１，ｘ２）的比较见图１．

算例２考虑受高斯白噪声激励的杜芬振子，其
运动方程为

ｘ̈＋βｘ－ω２０ｘ＋δｘ
３＝ｗ（ｔ） （１４）

其中ω（ｔ）为强度２Ｄ的高斯白噪声．设ｘ１＝ｘ，ｘ２＝

０４１
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ｘ与（７４）式相应的ＦＰＫ方程为

２（Ｄｐ）
ｘ２２

－
（ｘ２ｐ）
ｘ１

－
［（βｘ２＋ω

２
０ｘ１－δｘ

３
１）ｐ］

ｘ２
＝０

（１５）
其中ｐ（ｘ１，ｘ２）为位移与速度联合稳态概率密度，平
稳ＦＰＫ方程（１５）式的精确平稳解为：

ｐ（ｘ１，ｘ２）＝ｃｅｘｐ［－
β
Ｄ（
ｘ２２
２－
ω２０
２ｘ

２
１＋
δ
４ｘ

４
１）］

（１６）
其中ｃ为归一化常数．

图１（ａ）　数值解

Ｆｉｇ．１（ａ）　ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ

图１（ｂ）　精确解

Ｆｉｇ．１（ｂ）　ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ

图２（ａ）　数值解

Ｆｉｇ．２（ａ）　ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ

在该算例中，取求解区域为（－１，１）×（－１，

１），空间步长ｈ＝０．０５，时间步长ｔ＝０．２，则利用本

文方法可得到数值解 ｐ２（ｘ１，ｘ２），并与通过（１６）式
得到的精确解ｐ（ｘ１，ｘ２）比较（见图２）．

图２（ｂ）　精确解

Ｆｉｇ．２（ｂ）　ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ

４　结论

本文将Ｃｒａｎｋ－Ｎｉｃｏｌｓｏｎ隐式差分格式和四阶
中心差分格式相结合，得到四阶中心差分 Ｃ－Ｎ格
式，并将其成功地应用到随机外激作用下的非线性

动力系统，获得了 ＦＰＫ方程的有限差分数值解，并
与其解析解进行了比较．表明该方法的有效性以及
可行性，并克服一般有限差分法的缺点，可以准确

地获得更小的尾部概率密度，这对于可靠性分析至

关重要．
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