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非高斯列维噪声激励下非线性系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

王喜英　许勇　徐伟　张慧清
（西北工业大学理学院应用数学系，西安　７１００７２）

摘要　研究了非高斯列维噪声作用下非线性系统的渐近线性化方法和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数．利用渐近线性化方法

将非线性系统线性化，通过系统的响应轨迹验证了该方法的有效性．通过广义的伊藤法则公式，推导出了列

维噪声驱动下Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的一般表达式．给出当参数变化时，非线性系统的随机稳定性分析．

关键词　非高斯列维噪声，　渐近线性化，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，　随机微分方程

引 言

众所周知，列维过程是以２０世纪伟大的法国
数学家ＰａｕｌＬéｖｙ所命名．它是一个适应的，右连续
的随机过程［１］．列维过程最本质的特征是具有平稳
独立增量．显然，列维过程是比布朗运动、泊松运动
更广泛的一类随机过程．

近年来，非高斯列维噪声驱动下的动力系统

已成为许多国内外学者重要研究的对象［２－４］．黄、
薛、杨等人［５－７］将列维噪声应用到金融经济模型，

研究了列维噪声驱动下金融系统的量性指标；Ｓｉｌｋｅ
Ｓｉｅｇｅｒｔ［８］等人提出了分析非高斯列维噪声的时间
序列的方法；Ａ．Ａ．Ｄｕｂｋｏｖ［９］等人研究了列维白噪
声激励下费尔哈斯模型．ＤａｖｉｄＡｐｐｌｅｂａｕｍ［１０］从列
维过程的概率理论、研究特点出发，对列维过程的

应用做了综述．
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数作为刻画非线性系统动态特性

的重要指标，已经成为人们关注的焦点［１１，１２］．然
而，对于列维噪声激励下非线性系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数的研究，目前尚未见有文献．本文主要利用渐
近线性化，计算列维噪声驱动下非线性系统的Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数．数值算例验证了此渐近方法有效性，并
且当参数为零时，列维噪声驱动下的非线性系统退

化到高斯白噪声或者泊松白噪声驱动下的非线性

系统．

１　非线性系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

考虑如下的由列维噪声驱动的非线性系统

ｄＸ（ｔ）＝ｂ（Ｘ（ｔ））ｄｔ＋σ（Ｘ（ｔ））ｄＬ（ｔ） （１）
其中ｔ≥０，Ｌ（ｔ）为列维噪声．Ｘ（ｔ＝０）＝Ｘ０，Ｘ（ｔ）是
一维向量，ｂ和σ分别为一维函数．

由列维伊藤分解定理知，每个列维过程都可以

由漂移参数ｂ１∈Ｒ，具有协方差阵Ａ的布朗运动ＢＡ
和独立于布朗运动的跳跃过程所决定．即

Ｌ（ｔ）＝ｂ１ｔ＋ＢＡ（ｔ）＋∫｜ｙ｜＜ｃｙＮ
～
（ｔ，ｄｙ）＋

　∫｜ｙ｜ｃｙＮ（ｔ，ｄｙ） （２）

对于方程（２），涉及大的跳跃和小的跳跃部
分．当取 ｃ＝∞时，大的跳跃部分和小的跳跃部分
只考虑其中之一，通过利用交错积分的方法，大的

跳跃部分可以省略．
方程（２）化为

Ｌ（ｔ）＝ｂ１ｔ＋ＢＡ（ｔ）＋∫｜ｙ｜＜ｃｙＮ
～
（ｔ，ｄｙ） （３）

将方程（３）带入到方程（１）
ｄＸ（ｔ）＝ｆ（Ｘ（ｔ））ｄｔ＋ｇ（Ｘ（ｔ））ｄＢ（ｔ）＋

　∫｜ｙ｜＜ｃｈ（Ｘ（ｔ））ｙＮ
～
（ｔ，ｄｙ） （４）

这里ｆ：［０，Ｔ］×Ｒ→Ｒ；ｇ：［０，Ｔ］×Ｒ→Ｒ；ｈ：
［０，Ｔ］×Ｒ→Ｒ．ｆ是可微的非线性函数，ｇ和 ｈ是线
性函数．

取方程（４）的线性系统为
ｄＸ（ｔ）＝［ｆ（Ｘ０（ｔ））＋ｆ′（Ｘ０（ｔ））Ｘ（ｔ）］ｄｔ＋

　ｇ（Ｘ（ｔ））ｄＢ（ｔ）＋∫｜ｙ｜＜ｃｈ（Ｘ（ｔ））ｙＮ
～
（ｄｔ，ｄｙ）

（５）
如果方程（５）满足李普希兹条件和增长条件，
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则方程（５）存在解．
设Ｘｓ是满足方程（５）的平稳解，则
ｄＸｓ（ｔ）＝［ｆ（Ｘ０（ｔ））＋ｆ′（Ｘ０（ｔ））Ｘｓ（ｔ）］ｄｔ＋

　ｇ（Ｘｓ（ｔ））ｄＢ（ｔ）＋∫｜ｙ｜＜ｃｈ（Ｘｓ（ｔ））ｙＮ
～
（ｄｔ，ｄｙ）

（６）
定义Ｚ（ｔ）＝Ｘ（ｔ）－Ｘｓ（ｔ）．从方程（５）和

（６），可得
ｄＺ（ｔ）＝［ｆ′（Ｘ０（ｔ））Ｚ（ｔ）］ｄｔ＋

　ｇ（Ｚ（ｔ））ｄＢ（ｔ）＋∫｜ｙ｜＜ｃｈ（Ｚ（ｔ））ｙＮ
～
（ｄｔ，ｄｙ）

（７）
方程 （７）可变为
ｄＺ（ｔ）＝ｆ（Ｚ（ｔ））ｄｔ＋ｇ（Ｚ（ｔ））ｄＢ（ｔ）＋

　∫｜ｙ｜＜ｃｈ（Ｚ（ｔ））ｙＮ
～
（ｄｔ，ｄｙ） （８）

ｆ２，ｇ，ｈ是线性函数，且ｆ２（Ｚ（ｔ））＝ｆ′（Ｘ０（ｔ））Ｚ（ｔ）．
令Ｗ（ｔ）＝Ｇ（Ｚ（ｔ）），并且对方程（８）应用广义

的伊藤法则，

ｄＷ（ｔ）＝Ｆ
Ｚ
（Ｚ）｛ｆ２（Ｚ）ｄｔ＋ｇ（Ｚ）ｄＢ（ｔ）｝＋

　 １２ｇ
２（Ｚ）

２Ｆ
Ｚ２
（Ｚ）ｄｔ＋∫｜ｙ｜＜ｃ｛Ｆ（Ｚ＋

　ｈ（Ｚ）ｙ）－Ｆ（Ｚ）－Ｆ
Ｚ
（Ｚ）ｈ（Ｚ）ｙ｝γ（ｄｙｄｔ）＋

　∫｜ｙ｜＜ｃ｛Ｆ（Ｚ＋ｈ（Ｚ）ｙ）－Ｆ（Ｚ）｝Ｎ
～
（ｄｔ，ｄｙ）

（９）
令

Ｚ（ｔ）＝Ｆ－１（Ｗ（ｔ）） （１０）
则Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数可以定义为

λ＝ｌｉｍ
ｔ→∞

１
ｔｌｏｇ｜Ｚ（ｔ）｜ （１１）

其中｜Ｚ（ｔ）｜为Ｚ∈Ｒ的均值．
通过Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，可以分析讨论动力系统

的随机稳定性［１５－１６］、随机混沌和随机分岔等基本

特性．Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数大于零时，此系统是不稳定
的；当 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数小于零时，此系统是随机稳
定．

２　数值模拟

取ｆ（Ｘ（ｔ））＝ Ｘ（ｔ槡 ），ｇ（Ｘ（ｔ））＝ε１Ｘ（ｔ），ｈ（Ｘ

（ｔ））＝ε２Ｘ（ｔ），可以验证方程（４）满足解和 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数存在的条件．

当ε２＝０或 ε１＝０，此系统方程（４）将要退化
到高斯白噪声激励下的随机微分方程或者是泊松

白噪声激励下的随机微分方程．

图１　方程（４），（５）的响应轨迹

Ｆｉｇ．１　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＥｑ．（４）ａｎｄＥｑ．（５）

图２　方程（４），（５）的响应轨迹

Ｆｉｇ．２　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＥｑ．（４）ａｎｄＥｑ．（５）

图３　方程（４），（５）的响应轨迹

Ｆｉｇ．３　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＥｑ．（４）ａｎｄＥｑ．（５）

考虑在解 Ｘｓ＝１情形下．图形１－４分别给出
泊松强度μ＝１和跳跃强度 γ＝０．０１相同，参数 ε１
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和ε２不同时，方程（４）和方程（５）的随机响应．从
图形１－４可见，方程（４）解的轨迹和方程（５）解的
轨迹基本符合．当参数ε１相同时，从图１，２可以看
出，不同的参数ε２对方程（４）和方程（５）的随机响
应影响不很明显；从图３，４可以看出，当参数ε２相
同，参数ε１明显的影响了方程（４）和方程（５）的随
机响应，但是方程（４）和方程（５）的随机响应轨迹
基本吻合．由此说明了：在本文中，渐近线性化方法
是适用于列维噪声激励下的非线性系统的研究．

图４　方程（４），（５）的响应轨迹

Ｆｉｇ．４　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＥｑ．（４）ａｎｄＥｑ．（５）

此时系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数表达式为

λ＝ｌｉｍ
ｔ→∞

１
ｔｌｏｇ｜Ｚ（ｔ）｜＝ｌｉｍｔ→∞

１
ｔ｛（
１
２－

１
２ε

２
１）ｔ＋

　ε１Ｂ（ｔ）＋∫
ｔ

０∫｜ｙ｜＜ｃｌｏｇ｜１＋ε２ｙ｜Ｎ（ｄｔ，ｄｙ）｝＝
　（１２－

１
２ε

２
１）＋ｌｉｍｔ→∞

１
ｔε１Ｂ（ｔ）＋

　ｌｉｍ
ｔ→∞

１
ｔ｛∫

ｔ

０∫｜ｙ｜＜ｃｌｏｇ｜１＋ε２ｙ｜Ｎ（ｄｔ，ｄｙ）｝＝
　（１２－

１
２ε

２
１）＋０＋γＥ［ｌｏｇ｜１＋ε２Ｙ１｜］＝

　（１２－
１
２ε

２
１）＋γＥ［ｌｏｇ｜１＋ε２Ｙ１｜］

这里运用下面两个条件：（１）若Ｂ（ｔ）依概率收

敛．则ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｂ（ｔ）
ｔ ＝０；（２）Ｍ（ｔ）＝∫

ｔ
０∫｜ｙ｜＜ｃｌｏｇ｜１＋ε２ｙ｜

Ｎ（ｄｔ，ｄｙ）是一个复合泊松过程．
通过以上的分析可以知道：Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数 λ

依赖于参数 ε１、γ和 Ｙ１所服从的分布．当 λ小于

零，此系统方程在平稳解处依概率１随机稳定的；
当λ大于零，此系统方程在平稳解处不是随机稳定
的．

３　结论

文中通过渐近线性化方法，推导了非线性系统

的线性化形式，得出非高斯列维噪声激励下系统的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的一般表达式．通过系统的轨迹响应
验证了此方法的有效性，并且由参数指标的变化，

讨论和分析了非线性系统的随机稳定性．
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