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非线性 ＳａｎＶｅｎａｎｔ方程组数值稳定性分析

吴作平

（五凌电力有限公司，长沙　４１０００４）

摘要　分析了非线性ＳａｎＶｅｎａｎｔ方程组的解的特性，并在统一考虑阻力项的影响的基础上，分析了用Ｐｒｅｓｓ

ｍａｉｎｎ格式求解非线性ＳａｎＶｅｎａｎｔ方程组的数值稳定性和收敛性．研究了φ和θ不同取值情况下，差分方程

数值解的收敛情况与相对时间步长
Δｔ
Δｘ
和相对波长

Ｌ
Δｘ
的关系．指出数值解总是存在衰减和弥散现象，在实际

模拟过程中，应合理选择φ和θ值，以兼顾数值衰减幅度和模拟速度．

关键词　非线性，　稳定性，　收敛性

引 言

在利用差分方法求解非线性 ＳａｎＶｅｎａｎｔ方程
组时，由于初始条件的离散等影响，不可能求出差

分方程的准确解［１～２］．使用差分方程计算时，在任
一时间层的任何一个空间点，都可能有引入误差，

如果这个误差在计算中逐步放大，最终就会掩盖准

确解，因此用非线性方程解决实际问题时，一般需

要进行数值实验，分析数值解的稳定性．目前大多
资料、文献［３～６］在分析用Ｐｒｅｓｓｍａｉｎｎ格式求解非
线性ＳａｎＶｅｎａｎｔ方程组的数值稳定性问题时，都作
了定性分析，本文从研究非线性ＳａｎＶｅｎａｎｔ方程组
数值解小扰动波幅与波速出发，对这一问题进行全

面的研究．

１　方程的离散

对于ＳａｎＶｅｎａｎｔ方程组
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按Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ格式将水流连续方程和运动方程
按格式离散并线性化，得：

ａｊΔＺｊ＋１＋ｂｊΔＱｊ＋１＝ｃｊΔＺｊ＋ｄｊΔＱｊ＋ｔｊ （３）
ａ′ｊΔＺｊ＋１＋ｂ′ｊΔＱｊ＋１＝ｃ′ｊΔＺｊ＋ｄ′ｊΔＱｊ＋ｔ′ｊ （４）

式中，系数ａｊ、ｂｊ、ｃｊ、ｄｊ、ｔｊ和 ａ′ｊ、ｂ′ｊ、ｃ′ｊ、ｄ′ｊ、ｔ′ｊ由前
一时刻（即第ｎ时刻）断面 ｊ和 ｊ＋１的值以及 φ和

θ确定．
首先对微分方程进行线性化，依据小扰动原

理：

Ｑ＝Ｑ０＋Ｑ
～

（５）

Ｚ＝Ｚ０＋Ｚ
～
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代入微分方程，与方程（１）、（２）比较（不考虑

源、汇项），并略去高阶小量，得：
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其中Ａ
～
＝ＢＺ

～

方程（７）、（８）即为线性化后的（１）、（２），其物
理意义相同．

２　微分方程解的特性

由于方程（７）、（８）是线性的，其解可由 Ｆｏｕｒｉｅｒ
级数表示为如下形式，解的特性可由特解

Ｚ
～
＝Ｚ
－
０ｅ
ｉ（βｔ＋σｘ）　Ｑ

～
＝Ｑ
－
０ｅ
ｉ（βｔ＋σｘ）

表征，式中，Ｑ０、Ｚ０为幅常数，与 ｘ，ｔ无关，σ为波

数，Ｌ为波长，σ＝２πＬ，β为波频率，β＝
２π
Ｔ，Ｔ为周
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期，代入（７）、（８），有：

σＱ０＋βＢＺ０＝０ （９）
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可见β为复数，由于幅常数Ｑ０、Ｚ０不为０，所以
有：
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则：
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（１２）

由上式可见，σ和 β的关系式较为复杂，可用
隐函数表示如下：

β＝ｆ１（Ｑ０，Ａ０，Ｂ，ｎ，σ） （１３）
记Ｒｅβ和 Ｉｍβ分别为 β的实部和虚部，Ｒｅｆ１

（Ｑ０，Ａ０，Ｂ，ｎ，σ）和 Ｉｍｆ１（Ｑ０，Ａ０，Ｂ，ｎ，σ）分别为 ｆ１
（Ｑ０，Ａ０，Ｂ，ｎ，σ）的实部和虚部，则微分方程（７）、
（８）的扰动幅因子λ１和小扰动波速ｃ分别为：

λ１＝ｅ
－Ｉｍβｔ＝ｅ－Ｉｍｆ１（Ｑ０，Ａ０，Ｂ，ｎ，σ）ｔ （１４）

ｃ＝Ｒｅβ
σ
＝
Ｒｅｆ１（Ｑ０，Ａ０，Ｂ，ｎ，σ）

σ
（１５）

３　差分方程稳定性分析［７，８］

将方程（７）、（８）按Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ格式展开
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差分方程（１６）、（１７）解的基本特性与差分方程
（３）、（４）相同，在各网格点上的值分别为：
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将以上各式代入差分方程（１６）、（１７），并令：λ＝
ｅｉβΔｔ，γ＝ｅｉσΔｘ－１，有
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求线性方程组（１８）（２０）的平凡解，有：

　

１
Δｘγ
（θ＋ １

λ－１
）

Ｂ
Δｔ
（１＋γφ）

１
Δｔ
（１＋γφ）＋

Ｆ１
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１
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）
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λ－１

，则：
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Ｐ Ｂ

Δｔ
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１
Δｔ
（１＋γφ）＋
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Ｐ＋Ｆ２（１＋γφ）（θ＋

１
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１
λ－１

）

＝０ （２２）

上式可转化为关于未知数Ｐ的一元二次方程：

γ
Δｘ
［
Ｆ３
Δｘγ

＋Ｆ４（１＋γφ）］Ｐ
２＋Ｂ
Δｔ
（１＋

　γφ）［
Ｆ１
Δｘγ

＋Ｆ２（１＋γφ）］Ｐ＋
Ｂ
Δｔ
（１＋

　γφ）２＝０ （２３）

记：Ｅ１＝
γ
Δｘ
［
Ｆ３
Δｘγ

＋Ｆ４（１＋γφ）］，

Ｅ２＝
Ｂ
Δｔ
（１＋γφ）［

Ｆ１
Δｘγ

＋Ｆ２（１＋γφ）］，

Ｅ３＝
Ｂ
Δｔ２
（１＋γφ）２，

则：Ｐ＝
－Ｅ２± Ｅ

２
２－４Ｅ１Ｅ槡 ３

２Ｅ１
（２４）

而Ｐ＝θ＋ １
λ－１

，则：

λ＝
２Ｅ１

－Ｅ２± Ｅ
２
２－４Ｅ１Ｅ３－２Ｅ１槡 

＋１ （２５）

由于λ＝ｅｉβΔｔ，令 Ｒｅβ和 Ｉｍβ分别为 β的实部

和虚部，Ｒｅ（
２Ｅ１

－Ｅ２± Ｅ
２
２－４Ｅ１Ｅ３－２Ｅ１槡 

＋１）和 Ｉｍ

２Ｅ１
Ｅ２± Ｅ

２
２４Ｅ１Ｅ３２Ｅ１槡 

＋１分别为
２Ｅ１

Ｅ２± Ｅ
２
２４Ｅ１Ｅ３２Ｅ１槡 

＋

１的实部和虚部，与式（２５）比较，得：

ｅ－ＩｍβΔｔｃｏｓ（ＲｅβΔｔ）＝Ｒｅ（
２Ｅ１

－Ｅ２± Ｅ
２
２－４Ｅ１Ｅ３－２Ｅ１槡 

＋１）

（２６）

ｅ－ＩｍβΔｔｓｉｎ（ＲｅβΔｔ）＝Ｉｍ（
２Ｅ１

－Ｅ２± Ｅ
２
２－４Ｅ１Ｅ３－２Ｅ１槡 

＋１）

（２７）

将（２６）（２７）两边平方并分别相加，可得数值解幅
因子ｅ－ＩｍβΔｔ的表达式：

λ
～
＝ｅ－ＩｍβΔｔ＝ｆ２（Ｑ０，Ａ０，ｎ，Ｂ，Δｔ，Δｘ，σ） （２８）

式中ｆ２（Ｑ０，Ａ０，ｎ，Ｂ，Δｔ，Δｘ，σ）为式（２６）（２７）右边
平方和的正的平方根，然后两式相除，可得数值解

小扰动波速珓ｃ：

珓ｃ＝Ｒｅβσ
＝ｆ３（Ｑ０，Ａ０，ｎ，Ｂ，Δｔ，Δｘ，σ） （２９）

根据ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ规则，如果｜λ１｜≤１和｜λ
～
１｜

≤１同时成立，则微分方程（７）（８）和差分方程（３）
（４）的解是稳定的，但是由于式（１４）（１５）（１９）
（２９）较为复杂，难以判断其特性，因此需要作进一
步分析．而由Ｌｅａｎｄｅｒｔｓ收敛准则［７］可知，当幅态因

子Ｒ１＝
λ
～

λ１
和相态因子 Ｒ１＝

珓ｃ
ｃ１
同时趋于１时，差分

方程数值解完全收敛于微分方程解析解．下面对此
进行数值分析．

取Ｂ＝１００ｍ，Ｑ０＝５００ｍ
３／ｓ，Ａ０＝２５０ｍ

２，ｎ＝０．

０２５，Δｘ＝５００ｍ，ΔｔΔｘ
＝１００，φ分别取０．５和１．０（相

应取值０，０．５，１．０），对收敛因子 Ｒ１和 Ｒ２与相对

波长
Ｌ
Δｘ
的关系进行数值分析，计算结果如图１～４

所示．
由图１～４可以看出，一方面，差分方程数值解

的收敛情况与φ和θ的取值情况密切相关，当 θ＝
０时，收敛性相对较差；另一方面，差分方程数值解

的收敛情况与相对波长
Ｌ
Δｘ
的关系很大，一般来讲，

对于短波而言，时间步长不宜过大，而对于长波，时

间步长则不宜过小，这一点在物理意义方面也是很

好解释的；另外，由于 Ｒ１和 Ｒ２永远只能是趋近于
１，因此差分方程数值解总是存在着衰减和弥散现
象，数值解减幅和离散程度不可能与微分方程完全

６２２
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相同．同时从图中还可以看出，不同的φ和θ值，数
值解的收敛速度也是不一样的，因此在实际模拟

中，需要选择合理的 φ和 θ值，在控制数值衰减幅
度的同时，兼顾模拟的速度．

图１～２　φ＝０．５时Ｒ１和Ｒ２与相对波长
Ｌ
Δｘ
关系曲线图

Ｆｉｇ．１～２　ＧｒａｐｈｏｆＲ１（ａｎｄＲ２）ａｎｄｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ
Ｌ
Δｘ
ｗｈｅｎφ＝０．５

图３～４　φ＝１．０时Ｒ１和Ｒ２与相对波长
Ｌ
Δｘ
关系曲线图

Ｆｉｇ．３～４　ＧｒａｐｈｏｆＲ１（ａｎｄＲ２）ａｎｄｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ
Ｌ
Δｘ
ｗｈｅｎφ＝１．０

４　结论

（１）根据线性化的思想和小扰动原理，分析了

ＳａｎＶｅｎａｎｔ方程组的解的特性；
（２）在统一考虑阻力项影响的基础上，全面、

完整地分析了用 Ｐｒｅｓｓｍａｉｎｎ格式求解非线性 Ｓａｎ
Ｖｅｎａｎｔ方程组的数值稳定性和收敛性；

（３）分析了在不同的 φ和 θ时差分方程数值

解的收敛情况与时间步长和相对波长
Ｌ
Δｘ
的关系；

（４）数值解总是存在衰减和弥散现象，在实际
模拟过程中，应合理选择 φ和 θ值，兼顾数值衰减
幅度和模拟速度．
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