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随机扰动下简单电力系统的可靠度反馈最大化
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摘要　研究随机扰动下简单电力系统的可靠度反馈最大化．应用拟不可积哈密顿系统随机平均法和随机动

态规划原理，导出以可靠度最大为目标的动态规划方程和以平均首次穿越时间最长为目标的动态规划方

程．通过分别求解相应的动态规划方程，得到最优控制律，受控与未控系统的条件可靠性函数及平均首次穿

越时间．最后应用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟验证结果的准确性．
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引 言

为保持电力系统电压处于正常的水平，既要求

保证供电质量又要求电力系统安全稳定地运行．电
压异常可导致设备的破坏甚至电压的崩溃．特别
是，近年来各国发生大面积停电事故引起了各国政

府对电网的安全性和可靠性的高度重视．因此，研
究控制电力系统的可靠性有着重要的意义．

发生电力系统崩溃有着诸多原因，绝大多数情

况是由系统元件的随机失效和系统机械功率输入

以及负荷的随机扰动造成的［１］．系统元件的随机失
效，可通过提高系统元件的质量，更换老化元件等

方法来解决．然而，系统机械功率输入以及负荷的
随机扰动则是系统固有的动态扰动，此时电力系统

的可靠性可归结为一个非线性随机动力学问题．可
靠性研究是随机动力学的一个重要方面，而首次穿

越是随机动力学系统损坏的最主要模型之一．近年
来，许多学者用首次穿越模型对电力系统的可靠性

进行了研究［１４］，但对于以可靠度最大为目标的控

制设计却甚少．
本文首先介绍基于随机平均法［６］与随机动态

规划原理的拟哈密顿系统的非线性随机最优控制

理论［７］，然后应用拟不可积哈密顿随机平均法将随

机扰动下受控单机无穷大电力系统简化为一维的

部分平均 Ｉｔ随机微分方程，分别建立以可靠度最
大为目标的动态规划方程与以平均首次穿越时间

最长为目标的动态规划方程．最优控制力由动态规

划方程与控制约束求得，进而得到最终的动态规划

方程．通过求解这两个方程，分别得到最优控制系
统的条件可靠性函数与平均首次穿越时间（平均寿

命）．最后，用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数字模拟的结果验证解
析解的正确性．

１　随机平均法

考虑受控拟哈密顿系统，其运动方程型为
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式中 Ｑｉ，Ｐｉ分别是广义位移与广义动量；Ｈ′＝Ｈ′

（Ｑ，Ｐ）是相应哈密顿系统的哈密顿函数；εｃ′＝εｃ′

（Ｑ，Ｐ）是拟线性阻尼系数；ε１／２ｆｉｋ＝ε
１／２ｆｉｋ（Ｑ，Ｐ）为

激励的幅值；Ｗｋ（ｔ）是相关函数为２Ｄｋｌδ（τ）的高斯

白噪声；ｕｉ＝ｕｉ（Ｑ，Ｐ）为反馈控制力．经 Ｗｏｎｇ－Ｚａ

ｋａｉ修正项修正后，（１）式可以转化为如下的 Ｉｔ随
机微分方程：
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式中Ｈ与ｃｉｊ分别为修正后的哈密顿函数与拟线性

阻尼系数；Ｂｋ（ｔ）为标准Ｗｉｅｎｅｒ过程．

设与（２）相应的哈密顿系统为不可积，即 Ｈ是
与（２）相应的哈密顿系统的唯一独立对合的首次
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积分．应用随机平均法，可由（２）式导出如下关于Ｈ
的部分平均Ｉｔ随机微分方程：
　ｄＨ＝［珚ｍ（Ｈ）＋＜ｕｉＨ／Ｐｉ＞ｔ］ｄｔ＋珚σ（Ｈ）ｄＢ（ｔ）

（３）
式中Ｂ（ｔ）为标准Ｗｉｅｎｅｒ过程，
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Ω ＝｛（ｑ１ｑ２，…ｑｎ，ｐ２，…ｐｎ）｜Ｈ（ｑ１ｑ２，…ｑｎ，０，ｐ２，

ｐ３，…ｐｎ）≤Ｈ｝ （４）

２　随机动态规划方程

设Ｈ（ｔ）可在［０，∞）上随机地变化，当Ｈ（ｔ）首

次达到临界值Ｈｃ时，系统将不能正常工作或破坏．

于是系统正常运行区或安全域为［０，Ｈｃ）．取可靠
度为性能指标

Ｐ｛Ｈ（ｓ，ｕ）∈［０，Ｈｃ），０＜ｓ≤ｔｆ｜Ｈ（０，ｕ）∈［０，Ｈｃ）｝

（５）
定义以可靠度最大为目标的非线性随机最优控制

问题的值函数

Ｖ（ｔ，Ｈ）＝ｍａｘ
ｕ∈Ｕ
Ｐ｛Ｈ（ｓ，ｕ）∈［０，Ｈｃ），０＜ｓ≤ｔｆ｜Ｈ

（０，ｕ）∈［０，Ｈｃ）｝ （６）

ｕ∈Ｕ为控制约束，ｔｆ≤τ为控制终止时刻，τ为首次
穿越时间．应用随机动态规划原理，可以导出如下
以可靠度最大为目标的动态规划方程：
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｝；０≤ｔ≤ｔｆ，Ｈ∈［０，Ｈｃ） （７）

边界条件为

Ｖ（ｔ，Ｈｃ）＝０ （８）
Ｖ（ｔ，０）＝ｆｉｎｉｔｅ （９）

终值条件为

Ｖ（ｔｆ，Ｈ）＝１，Ｈ∈［０，Ｈｃ） （１０）

式（８）与（９）分别表明，Ｈ＝Ｈｃ是吸收边界而 Ｈ＝０

是反射边界．式（７）－（１０）构成了拟不可积哈密顿
系统可靠度反馈最大化问题的数学提法．

类似地，可以建立拟不可积哈密顿系统以平均

首次穿越时间最长为目标的随机最优控制问题的

数学提法．定义形如式（５）的性能指标：
Ｊ（ｕ）＝Ｅ［τ（Ｈ，ｕ）］ （１１）

取值函数为

Ｖ１（ｔ，Ｈ）＝ｍａｘｕ∈Ｕ
Ｅ［τ（Ｈ，ｕ）］ （１２）

应用随机动态规划原理，可以导出如下以平均首次

穿越时间最长为目标的动态规划方程：

ｍａｘ
ｕ∈Ｕ
｛ｍ（Ｈ）＋＜ｕｉ

Ｈ
Ｐｉ
＞[ ]ｔ Ｈ＋

　１２σ
２（Ｈ）

２

Ｈ２
｝Ｖ１（ｔ，Ｈ）＝－１ （１３）

边界条件为

Ｖ１（Ｈｃ）＝０ （１４）
Ｖ１（０）＝ｆｉｎｉｔｅ （１５）
最优控制律可由式（７）右边或式（１３）左边对

ｕｉ取极大值条件确定．设控制约束为
－ｂｉ≤ｕｉ≤ｂｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ （１６）

其中ｂｉ为正常数．显然，当｜ｕｉ｜＝ｂｉ且 ｕｉ
Ｖ
Ｈ
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Ｐｉ
或

ｕｉ
Ｖ１
Ｈ
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（不对 ｉ求和）为正时，式（７）右边或式

（１３）左边取极大值．于是，最优控制律为

ｕｉ ＝ｂｉｓｇｎ（
Ｈ
Ｐｉ
Ｖ
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），　ｉ＝１，２，…，ｎ （１７）

或

ｕｉ ＝ｂｉｓｇｎ（
Ｈ
Ｐｉ
Ｖ１
Ｈ
），　ｉ＝１，２，…，ｎ （１８）

式中ｓｇｎ（·）表示符号函数．由于可靠性函数与平
均首次穿越时间皆为初值的单调减函数［１２］，即

Ｖ／Ｈ＜０，Ｖ１／Ｈ＜０．式（１７）与（１８）可简化为

ｕｉ ＝－ｂｉｓｇｎ（
Ｈ
Ｐｉ
），　ｉ＝１，２，…，ｎ （１９）

式（１９）表明最优控制是一种开关式控制，或称为
ｂａｎｇ－ｂａｎｇ控制，控制力幅值为 ｂｉ，方向与与速度
方向相反．

将式（１９）中ｕｉ 代入式（７）取代ｕｉ，完成平均，
得到以首次穿越可靠度最大为目标的随机最优控

制问题的最后动态规划方程
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０≤ｔ≤ｔｆ，Ｈ∈［０，Ｈｃ） （２０）
其中

珚ｍ（Ｈ）＝珚ｍ（Ｈ）＋ １
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　ｄｑ１ｄｑ２…ｄｑｎｄｐ２ｐ３…ｄｐｎ （２１）
边界条件与终值条件仍为式（８）－（１０），求解这组
方程可得相应的最优控制的拟不可积哈密顿系统

的首次穿越可靠性函数．
同样的推导可得以平均首次穿越时间最长为

目标的随机控制问题的最终动态规划方程

珚ｍ（Ｈ）ｔ
＋１２珚σ

２（Ｈ）
２

Ｈ[ ]２ Ｖ１（Ｈ）＝－１；
　Ｈ∈［０，Ｈｃ） （２２）
边界条件仍为式（１４）－（１５）．
将式（１９）式代入式（３），完成平均，得拟不可

积哈密顿系统的完全平均的Ｉｔ随机微分方程
ｄＨ＝珚ｍ（Ｈ）ｄｔ＋珚σ（Ｈ）ｄＢｋ（ｔ） （２３）

最优控制系统（２３）的条件可靠性函数为
Ｒｏｐｔ（ｔ１｜Ｈ０）＝Ｐ｛Ｈ（ｓ，ｕ）∈［０，Ｈｃ），ｓ∈（０，

ｔ１］｜Ｈ（０）∈［０，Ｈｃ）｝ （２４）
满足下列后向Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程：
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边界条件为

Ｒｏｐｔ（ｔ１，Ｈｃ）＝０ （２６）
Ｒｏｐｔ（ｔ１，０）＝ｆｉｎｉｔｅ （２７）

初值条件为

Ｒｏｐｔ（０，Ｈｃ）＝１；　Ｈ０∈［０，Ｈｃ） （２８）
求解式（２５）－（２８）可以获得最优控制的拟不可积
哈密顿系统的条件可靠性函数．

最优控制系统的首次穿越损坏的条件概率为

Ｐｆ，ｏｐｔ（ｔ１｜Ｈ０）＝１－Ｒｏｐｔ（ｔ１｜Ｈ０） （２９）
最优控制系统首次穿越时间τ的条件概率密度为

ｐｏｐｔ（τ｜Ｈ０）＝－
Ｒｏｐｔ
ｔ１

（３０）

平均首次穿越时间为

μｏｐｔ（Ｈ０）＝∫
∞

０
τｐｏｐｔ（τ｜Ｈ０）ｄτ＝∫

∞

０
Ｒｏｐｔ（τ｜Ｈ０）ｄτ

（３１）
它满足如下Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ方程：

珚ｍ（Ｈ０）
μｏｐｔ
Ｈ０

＋１２珚σ
２（Ｈ０）

μ２ｏｐｔ
Ｈ２０
＝－１，Ｈ０∈［０，Ｈｃ） （３２）

边界条件为

μｏｐｔ（Ｈｃ）＝０ （３３）

μｏｐｔ（０）＝ｆｉｎｉｔｅ （３４）
注意到，值函数Ｖ（ｔ，Ｈ）与条件可靠性函数Ｒｏｐｔ

（ｔ１｜Ｈ０）都表示最优控制的拟不可积哈密顿系统的
可靠度，但Ｖ（ｔ，Ｈ）与 Ｒｏｐｔ（ｔ１｜Ｈ０）所满足的方程有
所不同，这是因为两种推导中的时间顺序刚好相

反：ｔ是从控制终了时刻倒向初始时刻，ｔ１则刚好相
反．因此只要做如下变换：

ｔ１＝ｔｆ－ｔ （３５）
两者满足的方程在形式上是一致的．所以，对于系
统的首次穿越可靠度最大为目标的随机最优控制

问题，在按式（１９）获得最优控制律后，最优控制系
统的条件可靠性函数可以从求解动态规划方程

（２０）获得，也可以求解后向 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程（２５）
得到．同样，结合相应的边界条件，求解动态规划方
程（２２）或Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ方程（３２），或由式（３１），均可
得到最优控制系统的平均首次穿越时间．

３　简单电力系统模型及其可靠度最大的随
机最优反馈控制

考虑单机无穷大系统［５］

ｄδ
ｄｔ＝ω

ｄω
ｄｔ＝

１
ΓＪ
［Ｐｍ＋Ｗ１（ｔ）－Ｄω－（Ｐｅ０＋

　Ｗ２（ｔ））ｓｉｎδ］＋
ｕ
ＴＪ

（３６）

其中δ为转角；ω为角速度；Ｐｍ＋Ｗ１（ｔ）表示机械输
入功率及其随机扰动；Ｐｅ０＋Ｗ２（ｔ）表示负荷及其随
机扰动；Ｄ表示阻尼常数；ｕ为系统控制变量；Ｗｉ
（ｔ）是强度为２Ｄｉ的独立高斯白噪声．

令Ｘ１＝δ，Ｘ２＝ω，ａ＝Ｐｍ／ＴＪ，ｂ＝Ｄ／ＴＪ，Ｃ＝Ｐｅ０／

ＴＪ，ｄ１＝１／ＴＪ，ｄ１＝ｄ２，哈密顿函数Ｈ＝Ｕ（Ｘ１）＋Ｘ
２
２／

２－Ｈｓ，式中Ｕ（Ｘ１）＝－ａＸ１－ｃｃｏｓ（Ｘ１）为系统（３６）
的势能，Ｈｓ为系统稳定平衡点的能量．式（３６）可转
化为如下Ｉｔ随机微分方程：

ｄＸ１＝
Ｈ
Ｘ２
ｄｔ

ｄＸ２＝（－
Ｈ
Ｘ１
＋ｄ１ｕ－ｂ

Ｈ
Ｘ２
）ｄｔ＋

　ｄ１ ２Ｄ槡 １ｄＢ１（ｔ）－ｄ２ｓｉｎＸ１ ２Ｄ槡 ２ｄＢ２（ｔ）（３７）
应用拟不可积哈密顿系统随机平均法，得关于 Ｈ
的部分平均Ｉｔ随机微分方程

１２
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ｄＨ＝［珚ｍ（Ｈ）＋＜ｄｕＨ／Ｘ２＞２］ｄｔ＋珚σ（Ｈ）ｄＢ（ｔ）（３８）
式中：

珚ｍ（Ｈ）＝ １
Ｔ（Ｈ）∫

ｘ２０

ｘ１０
［（－ｂｘ２２＋ｄ

２
１Ｄ１＋ｄ

２
２Ｄ２ｓｉｎ

２Ｘ１）／Ｘ２］ｄＸ１

珚σ（Ｈ）＝∫
ｘ２０

ｘ１０
［（２ｄ２１Ｄ１Ｘ

２
２＋ｄ

２
２Ｄ２ｓｉｎ

２Ｘ１）／Ｘ２］ｄＸ１

Ｔ（Ｈ）＝∫
ｘ２０

ｘ１０
１／Ｘ２ｄＸ１ （３９）

其中 Ｘ２＝ ２Ｈ＋２ａＸ１＋２ｃｃｏｓＸ槡 １；ｘ２０（Ｈ），ｘ１０（Ｈ）分
别为方程 Ｕ（Ｘ１）＝－ａＸ１－ｃｃｏｓ（Ｘ１）＝Ｈ的两个
根．由于该方程的解是多值的，仅考虑以谷 Ｂ点为
极小值点的一个势井 （见图１），Ｂ点对应于系统
稳定的平衡点（ｓｉｎ－１（ａ／ｃ），０）且此点上系统能量
Ｈ取极小值Ｈｍｉｎ＝０．同样，峰Ａ点对应于系统的不

稳定平衡点（π－ｓｉｎ－１（ａ／ｃ），０），此点上系统能量
Ｈ取极大值 Ｈｍａｘ＝－ａｘｍａｘ－ｃｃｏｓ（ｘｍａｘ）－Ｈｓ．能量
表示的系统稳定域为Ｈ∈［０，Ｈｍａｘ）．随机扰动将会

在有限的时间内迫使系统离开该稳定域［４］，即当系

统能量Ｈ首次达到 Ｈｍａｘ时，系统将失去稳定．因此
可取稳定域Ｈ∈［０，Ｈｍａｘ）作为系统的安全域．

图１　Ｂ点附近势能曲线

Ｆｉｇ．１　ＰｏｔｅｎｔｉａｌｃｕｒｖｅｎｅａｒｐｏｉｎｔＢ

设控制变量 ｕ受有形如式（１６）的控制约束，
则以可靠度最大为目标的动态规划方程形如式

（７）．系统的最优控制力ｕ如式（１９），即

ｕ ＝－ｂｓｇｎ（Ｈ／Ｐ） （４０）

相应的以可靠度最大为目标的最后动态规划方程为


ｔ
＋珚ｍ（Ｈ）＋１２珚σ

２（Ｈ）
２

Ｈ[ ]２ Ｖ（ｔ，Ｈ）＝０（４１）
其中

珚ｍ（Ｈ）＝ １
Ｔ（Ｈ）∫

ｘ２０

ｘ１０
［（－ｂＸ２２＋ｄ

２
２Ｄ２ｓｉｎ

２Ｘ１－

　ｄ１ｂＸ２ｓｇｎ（Ｘ２））／Ｘ２］ｄＸ１ （４２）
终值条件为

Ｖ（ｔｆ｜Ｈ）＝１ （４３）

安全域Ｈ∈［０，Ｈｍａｘ）的右边界为吸收边界，其边界
条件为Ｖ（ｔ，Ｈｍａｘ）．左边为反射边界，对应的边界条

件Ｖ（ｔ，０）＝ｆｉｎｉｔｅ，当 Ｈ＝０时，珚σ２（０）＝０，珚ｍ（０）≠
０，该边界条件可以代之以由定量边界条件


ｔ
＋珚ｍ′（０）[ ]ＨＶ（ｔ，０）＝０ （４４）

其中

珚ｍ′（０）＝ｄ２１Ｄ１＋ｄ
２
２Ｄ２（ａ／ｃ）

２ （４５）
使用 Ｃｒａｎｋ－Ｎｉｃｏｌｓｏｎ格式有限差分法求解方程
（４１）及边界条件（８），（４４）和终值条件（１０）可得
最优控制系统（３６）的可靠性函数．

类似地，可得以平均首次穿越时间最长为目标

的最后动态规划方程

珚ｍ（Ｈ）
Ｖ１（Ｈ）
Ｈ

＋１２珚σ
２（Ｈ）

２Ｖ１（Ｈ）
Ｈ２

（４６）

及相应的边界条件

Ｖ１（Ｈｍａｘ）＝０ （４７）
Ｖ１（０）＝ｆｉｎｉｔｅ （４８）

图２　系统（３６）的条件可靠性函数

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ（３６）

图３　系统（３６）的平均首次穿越时间

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｍｅａｎｆｉｒｓｔｐａｓｓａｇｅｔｉｍｅｏｆｓｙｓｔｅｍ（３６）

最优控制系统的平均首次穿越时间可以用有

限差分法数值求解方程（４６）－（４８）得到．对于未
控电力系统可靠性函数以及平均首次穿越时间，可

从上述步骤中令 ｂ＝０得到．在系统参数取 ａ＝０．
５，ｂ＝０．０１，ｃ＝２．０，ｄ１＝ｄ２＝０．１，Ｄ１＝０．０２，Ｄ２＝

２２
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０．０５时，一些数值结果示于图２与图３中，其中实
线表示应用有限差分法获得的近似解析解，（●，

!

，■）表示对原方程（３６）ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟的结
果．由这些图知，解析解与数字模拟结果吻合非常
好，控制结果确实可提高系统的可靠度和增长了平

均首次穿越时间（平均寿命）．

４　结论

本文基于拟不可积哈密顿系统随机平均法和

随机动态规划原理设计了单机无穷大电力系统的

可靠度最大化的反馈最优控制．最优控制系统的条
件可靠性函数，首次穿越时间概率密度以及平均首

次穿越时间的解析解结果与模拟结果吻合得非常

好，所设计的控制律确实提高了系统的可靠度，增

长了发生首次穿越的时间（平均寿命）．另外，本研
究只是一个开端，接下来将研究更为复杂电力系统

的可靠度最大化反馈控制．
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