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车桥耦合振动的摄动分析方法

钱长照

（长沙理工大学土木与建筑学院，长沙　４１００７６）

摘要　基于结构摄动理论，推导车桥耦合动力系统的摄动方程，将原有的车桥耦合动力方程变成一组车辆

和桥梁之间不相互耦合的方程组，实现车辆与桥梁的之间的解耦．理论上基于摄动分析方法进行严格推导，

以简支梁为例，采用１／４车辆模型，验证了方法的可靠性．提出了该方法在大型有限元软件中的应用方法．

关键词　耦合振动，　摄动法，　车辆桥梁系统

引言

车桥系统振动是一个古老而又复杂难解的课

题，其振动机理在桥梁设计、维护和控制中起着重

要的作用．早在１００多年前，英国铁路桥梁在列车
通过时发生强烈振动而破坏，提出了移动荷载作用

下的车桥耦合振动问题．自此，移动荷载问题引起
了各国学者的关注与广泛性研究［１２］．已有大量关
于移动荷载下桥梁振动的理论研究、数值研究和实

验分析［３５］，但迄今为止仍然没有清楚桥梁振动的

所有特征．由于同时考虑移动车辆和桥梁荷载两者
质量的振动微分方程带有时变系数，给方程的求解

带来了很大的困难，以往的研究中采用过许多不同

的车辆模型来对问题进行求解．为了揭示不同车辆
模型对研究车桥耦合问题的影响，文［６］对采用３
种不同车辆模型：移动质量、四分之一车模型和二

分之一车模型的车桥耦合问题进行对比分析，从

反映整体规律方面考察各个模型的适用性，再比较

各种模型的区别．事实上，仅有几种简化模型分析
仍然是不够的，随着工业的进步，工程技术的提高，

桥梁设计越来越复杂化、轻型化，模型简化对分析

数据的影响进一步加大，因此，需要一种可以求解

复杂桥梁及复杂车辆模型耦合振动的方法或工具．
大型通用软件ＡＮＳＹＳ可以分析复杂的桥梁结构动
力问题，也可以对复杂的车辆模型进行动力分析，

但对于二者的耦合分析存在着困难，为此，一些学

者试图寻求解决这种问题的方法［７］．
本文利用结构摄动理论，从理论上严格证明摄

动方法对耦合方程解耦求解的可行性，用实例分析

验证了求解结果的可靠性．同时由所得摄动方程揭
示了摄动解的本质，为利用 ＡＮＳＹＳ软件求解车桥
耦合振动问题提供了编程思想，算例也表明了该方

法是可行的．拓宽了ＡＮＳＹＳ软件的应用，为工程求
解耦合振动问题提供了一种新的方法．

１　理论分析

车桥系统的相互影响是复杂的，为了方便介绍

本文方法，抓住主要矛盾，将车桥系统简化为如图

１所示的质量弹簧桥梁系统，桥简化为具有等效刚
度的Ｅｕｌｅｒ＿Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁 车辆只考虑竖向模型，并假
定轮胎不离桥面，则系统的运动微分方程为

图１　车桥系统模型
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其中ｍｂ为车体质量；ｍｔ为构架质量与轮对质量之
和；ｋａ为一系垂向刚度；ｃａ为一系垂向阻尼；ｋｂ为
二系垂向刚度；ｃｂ为二系垂向阻尼；ｖ为车辆通过
桥梁时的速度（假定为恒量）．利用模态叠加原理，
令ｗ（ｘ，ｔ）＝Ｙｎ（ｘ）Ｔ（ｔ），根据简支梁边界条件，可

取Ｙ（ｘ）＝ｓｉｎｎπｘｌ，利用模态正交性，可得桥梁系统

的振动方程
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可以看出，方程（１）（２）（４）是相互耦合的微分方程
组，难以直接得到解析解，通常的做法是利用数值

方法进行求解，研究车桥耦合振动的特点．
摄动方法是求解复杂方程或方程组的一种有

效方法，在求解非线性方程即参数激励系统中有着

广泛的研究与应用．基于摄动理论思想，先将方程
（１）（２）（４）的解假设为
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其中ε为摄动参数，通常为小参数，这里可取 ε＝
１．将方程（５）（６）（７）代入到方程（１）（２）（４）并令

ε各幂次系数为零，可得：
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求解方程（８）可得桥梁振动响应的一解近似解．该
方程实际上是将车辆看作是作用力大小为车辆静

轴重的移动荷载的车桥耦合振动方程［６］．由 Ｄｕ
ｈａｍｅｌ积分可得
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将（１３）式代入方程（９）（１０）可得车辆振动响应的
一阶近似解 ｙｔ１和 ｙｂ１，再将 ｙｔ１和 ｙｂ１代入到方程
（１１）可得梁振动响应的二阶近似解．整个求解过
程可以看出，表征车辆和桥梁运动的摄动方程不再

耦合．具体求解过程不再赘述．

２　数值分析

为了验证本方法的可靠性，取实例分别采用两

种方法计算进行比较，一种方法是直接采用数值计

算对耦合方程（１）（２）（４）进行求解，这是目前研究
车桥耦合振动的主要方法，本文称之为数值解，并认

为其结果为真实结果．另一种方法采用本文介绍的
方法求解，得出桥梁响应的一阶近似解和二阶近似

解并与数值解相比较．比较结果如图２，图３所示．

图２　ｖ＝１０跨中位移响应曲线

Ｆｉｇ．２　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｍｉｄｐｏｉｎｔａｓｖ＝１０ｍ／ｓ

实例中，计算参数取值为，简支梁跨长 ｌ＝
３２ｍ，抗弯刚度ＥＩ＝１．１４３×１０９Ｎ·ｍ２，单位长度质
量 ｍ＝２０００ｋｇ／ｍ；车辆数据：ｍｔ＝２０００ｋｇ，ｍｂ＝

４００ｋｇ，ｋａ＝０．８×１０
７Ｎ／ｍ，ｋｂ＝０．５×１０

７Ｎ／ｍ，ｃａ＝
ｃｂ＝０．

计算中仅取３阶模态，由图可以看出，二阶近
似解与数值解结果相当吻合，这说明本文方法在求

６７３
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解桥梁位移响应是有效的．但本文的主要目的并不
是强调这种方法，而是强调这种思想，既然证明了

这种思路是可行的，那么回顾整个解题思路可以看

出，一阶近似解实际上就是把车辆载荷看成数值不

变的移动载荷求解出来的桥梁响应，而二阶近似解

的获得过程是将桥梁响应的一阶近似结果作为输

入施加到车辆上，求出车辆对桥梁的反作用力，然

后再将求得的反作用力作用于桥梁求出桥梁响应．
该思路的重要性在于可以将这种思路应用于有限

元，事实上，求解复杂桥梁结构与车辆耦合振动问
题一直是比较难以解决的问题，主要是耦合振动中

车辆与桥梁之间的连接如何处理的问题，那么接下

来介绍将这种思路推广到大型通用有限元程序

ＡＮＳＹＳ中求解车辆桥梁耦合振动问题．

图３　ｖ＝２０跨中位移响应曲线

Ｆｉｇ．３　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｍｉｄｐｏｉｎｔａｓｖ＝２０ｍ／ｓ

３　摄动方法在ＡＮＳＹＳ中应用

ＡＮＳＹＳ作为大型通用有限元程序可以解决很
多复杂的工程实际问题，其强大的二次开发功能使

得其在解决工程实际问题中成为求解复杂问题的

首选，但由于车桥耦合振动问题的复杂性，轮轨接

触力不仅大小为时变函数且其位置也是与时间相

关的函数，这给通用软件的应用带来了不便．本文
用结构摄动理论严格证明了摄动方法的可行性，且

揭示了一阶摄动解和二阶摄动解的物理意义，可以

应用ＡＮＳＹＳ编程求解，流程图４所示，同样计算前
面实例，得到结果如图５、图６所示．

图５、图６中数值解为直接求解微分方程组所
得的结果，二阶摄动解为按照流程图应用 ＡＮＳＹＳ
求得的结果，由图５、图６可以看出，计算结果相当
吻合．该方法成功的意义在于 ＡＮＳＹＳ可以独立求
解复杂的桥梁模型和车辆模型，本文方法可使原本

耦联的模型独立开来求解，拓宽了 ＡＮＳＹＳ的工程
应用．

图４　ＡＮＳＹＳ摄动求解流程图
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图５　ｖ＝１０跨中位移响应曲线
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图６　ｖ＝２０跨中位移响应曲线
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４　结论

本文利用结构摄动理论，从理论上严格证明摄

动方法对耦合方程解耦求解的可行性，用实例分析

验证了求解结果的可靠性．同时由所得摄动方程揭
示了摄动解的本质：

（１）一阶摄动方程实质上是将移动车辆看作
是静轴载作用下的车桥耦合振动方程；

（２）二阶摄动方程中车辆运动微分方程与桥
梁动力微分方程不再耦联，车辆运动微分方程的求

解只与桥梁响应的一阶摄动结果相关，可独立求

出．然后可由车辆的摄动结果求解出桥梁的二阶摄
动，即二阶摄动与车辆动力特性相关．

７７３
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本文为利用ＡＮＳＹＳ软件求解车桥耦合振动问
题提供了编程思想，算例也表明了该方法是可行

的．拓宽了ＡＮＳＹＳ软件的应用，为工程求解耦合振
动问题提供了一种新的方法．实例为了与理论解相
比较，所选取的桥梁结构与车辆模型都比较简单，

对于工程中更为复杂的桥梁模型与车辆模型，本文

方法有待进一步验证．
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