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Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的保辛守恒积分算法

高强　钟万勰
（大连理工大学工程力学系，工业装备结构分析国家重点实验室，大连　１１６０２３）

摘要　给出了Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统基于辛矩阵乘法的显式时不变正则变换和时变正则变换．引入含参变量的近似

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，并以近似Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统为基础进行辛矩阵乘法的正则变换．正则变换保证了数值积分的保辛

性质，而通过调整引入的参变量可保证能量在积分格点上守恒．实现了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统即保辛又保能量的算

法．
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引 言

辛是Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的特性［１］．给出Ｈａｍｉｌｔｏｎ函
数，则正则微分方程就确定了．正则方程求解的是状
态向量，任何两个时间点状态向量之间的变换就是

乘一个辛矩阵，这是数学理论给出的结果．然而一般
给出一个Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数，精确求解十分困难，因此只
能寻求近似解．近似求解一般用将时间坐标离散的
方法．通常使用的方法是有限差分法．冯康指出差分
格式应保辛［２］，并且给出了保辛的差分格式．离散系
统的解不可用连续坐标的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数对称群来分
析相流，因为它只有离散的状态向量流．

对于非线性系统的求解，以往一大批差分格式

脱离了变分原理，而是根据微分算子而凭经验凑合

的，五花八门而缺乏一般规则［３，４］．有限元法则在
变分原理的控制下生成单元而保持了保守体系的

基本规则，故自动保辛［５－９］．根据分析结构力学的
理论，区段两端状态的传递关系就是辛矩阵．最小
势能原理与正则变换辛矩阵的乘法合成是一致的．
然而，通常有限元常对线性体系生成单元刚度阵；

而非线性有限元就不能用常值刚度阵表示，其位移

法有限元则可用单元变形能为两端位移的函数这

一点来保辛．虽然保辛，却不是原来系统的解，因为
引入了近似，故只能是近似系统的保辛．分析动力
学用作用量是两端位移的函数来积分．相当于结构
力学的区段变形能．虽然是动力学问题，但可按分
析结构力学的思路求解计算．

数值积分要离散．首先明确离散后怎么检验保
辛．其实很简单，只要看传递矩阵是否辛矩阵即可．传
递辛矩阵即格点到格点状态向量之间的传递保辛．离
散后就不是原系统了，只能是近似的离散系统，得到

的解是离散点的状态．至于不是格点的时间点，则只
能是插值得到的状态，谈不到是否保辛的问题．

微分方程的数学理论有李群、李代数等，是针对

连续时间解的性质分析的，不可硬套给离散时间的

近似系统．所以说，对于离散近似解不能按连续时间
的相流（状态流）来分析．分析离散格点的近似解必
须考虑这些特性，保辛只能用逐个传递矩阵是辛矩

阵来表征．离散系统只能考虑离散的对称群．
保守系统的另一个重要性质是具有守恒量．一

个保守系统近似解的数值实验应进行很长时间的积

分，其积分近似是否满意可检验原问题的守恒量（数

学称第一积分），如Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数等是否保守．如果
不能达到基本为常数，则不能满意．能量是最重要
的．事实上即使近似系统的解保辛，原系统的能量也
可能不是常数，而且还可能漂移．国外杂志论文提
出：差分格式，保辛与守恒难以同时达成；证明了：保

辛则能量不能守恒；能量守恒就不能保辛的两难命

题［１０］，［２］，“鱼与熊掌不可得兼”．其证明是片面的，这
个相互冲突的结论只适用于固定的有限差分格式．

事实上存在两全的算法，参变量保辛－守恒算
法．保辛说的是近似解的传递保辛；守恒说的是近
似解使原系统在格点处守恒．改换思路是要点．参
变量方法已经在弹塑性接触等许多问题中得到成
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功应用［１１］．参变量保辛 －守恒积分法运用的数学
很普通．本文通过辛矩阵乘法的正则变换确保保
辛，并通过引入参变量使能量守恒．

１　辛矩阵乘法表述的正则变换

正则变换可以通过生成函数和辛矩阵来表述．
在数值计算的应用方面，辛矩阵表示的正则变换是

有优点的，它可显式提供正则变换．动力学初值问题
对时间是逐步积分的．以下将辛矩阵乘法的正则变
换划分为时不变的变换与时变的变换，分别讲述之．
１．１　时不变正则变换的辛矩阵乘法表述

若时不变线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数

为Ｈａ（ｖ），则其对偶方程为

　ｑ＝Ｈａ／ｐ＝Ａｑ＋Ｄｐ，　ｐ＝Ｈａ／ｑ＝Ｂｑ－Ａ
Ｔｐ，

或 ｖ＝Ｈａｖ，Ｈａ＝
Ａ Ｄ

－Ｂ －Ａ[ ]Ｔ （１）

从矩阵 Ｈａ可计算与时间无关的本征向量辛矩阵

Ψａ．求解方程可用本征向量展开法，表达为

ｖ＝Ψａｖｅ或 ｖｅ＝Ψ
－１
ａ ｖ＝－ＪΨ

Ｔ
ａＪｖ （２）

因Ψａ是与时间 ｔ无关的辛矩阵，故（２）给出了时
不变的正则变换，且这个正则变换是线性的．如果
对Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程（１）作上述正则变换，则本征向量
辛矩阵展开可将方程正交化并解耦，便于求解．

因正则变换与Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数无关．设有在时间
步内变化不大的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ（ｖ，ｔ）．选择近似线
性系统Ｈａ（ｖ）与原系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 Ｈ（ｖ，ｔ）相
差不大．Ｈａ（ｖ）对应的变换（２）都是正则变换．选择
近似的线性系统就是为了得到其变换辛矩阵Ψａ，即
利用本征向量展开法进行正则变换．将ｖ＝Ψａｖｅ代
入Ｈ（ｖ，ｔ），导出的新Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数是Ｈｅ（ｖｅ，ｔ）＝Ｈ
（Ψａｖｅ，ｔ），这样就得到新状态ｖｅ对应的Ｈａｍｉｌｔｏｎ体
系，而Ｈｅ（ｖｅ，ｔ）就是变换后Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．

例如对于时变的线性Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统Ｈ（ｖ，ｔ）＝
－ｖＴＪＨ（ｔ）ｖ／２，则变换后为

Ｈｅ（ｖｅ，ｔ）＝Ｈ（Ψａｖｅ，ｔ）＝－ｖ
Ｔ
ｅＨｅｖｅ／２，

Ｈｅ（ｔ）＝Ψ
Ｔ
ａＪＨ（ｔ）Ψａ （３）

近似线性系统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ矩阵 Ｈａ的选择有一定的
任意性，例如取Ｈ（ｔ）的平均值等．这样 ＪＨｅ（ｔ）大
体上就接近对角化了，对于数值求解有帮助．

以上讲的是时不变正则变换，只用到本征向量

辛矩阵Ψａ．然而时不变系统的解也可用于时变正

则变换，见下节．
１．２　时变正则变换的辛矩阵乘法表述

在时间坐标上的不同辛矩阵就表明是时变的

变换，即要寻找函数

ｑｅ＝ｑｅ（ｑ，ｐ，ｔ），ｐｅ＝ｐｅ（ｑ，ｐ，ｔ）

或 ｖｅ＝ｖｅ（ｖ，ｔ），ｖ
Ｔ
ｅ＝｛ｑ

Ｔ
ｅ，ｐ

Ｔ
ｅ｝ （４）

其中函数ｑｅ，ｐｅ或ｖｅ是变换后的状态．正则变换要
求变换后的状态变量微分方程，依然有Ｈａｍｉｌｔｏｎ正
则方程的形式．
１．２．１　基于线性时不变系统的时变正则变换

时变正则变换也要寻找一个能得到完全解的

近似 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．可用时不变线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系
统来执行时变正则变换，其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数记为 Ｈａ
（ｖ），原因是时不变线性系统可寻求完全解．从应
用的角度看，Ｈａ（ｖ）应与原问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 Ｈ
（ｖ，ｔ）相差不多．从 ｖ（ｔ）通过正则变换到 ｖｅ（ｔ）的
Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统后，其对应的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数是Ｈｅ（ｑｅ，
ｐｅ，ｔ）＝Ｈｅ（ｖｅ，ｔ），对偶方程为

ｄｖｅ／ｄｔ＝ｖｅ＝Ｊ·（Ｈｅ／ｖｅ） （５）
方程（２）给出了近似的线性时不变系统Ｈａ（ｖ）

的本征向量辛矩阵 Ψａ的时不变正则变换．然而，
近似线性时不变系统Ｈａ（ｖ）也有时变的正则变换．
除本征向量辛矩阵Ψａ外，还有单位初始矩阵的响
应辛矩阵

Ｓａ（ｔ）＝ｅｘｐ（Ｈａｔ）＝ｅｘｐ［Ψａ（Ｄｐｔ）Ψ
－１
ａ ］＝

　Ψａ［Ｉ＋（Ｄｐｔ）＋（Ｄｐｔ）
２／２＋…］Ψ－１

ａ ＝

　Ψａ·Ｄ（ｔ）·Ψ
－１
ａ ，Ｄ（ｔ）＝ｅｘｐ（Ｄｐｔ） （６）

其中Ｄｐ为矩阵Ｈａ的本征值矩阵，为对角矩阵．可

验证ＳＴａＪＳａ＝Ｊ，运用Ｓａ（ｔ）可进行时变的正则变换

ｖ＝Ｓａ（ｔ）·ｖｅ　或 ｖｅ＝Ｓ
－１
ａ ｖ＝－ＪＳ

Ｔ
ａＪｖ （７）

因Ｓａ（ｔ）是时间的函数，所以是时变正则变换．
１．２．２　一般时变正则变换的辛矩阵乘法表述的讨论

以上是运用线性时不变系统的时变正则变换．
然而正则变换并不限于此，更一般些的正则变换可

表述如下．设Ｈａ（ｖ，ｔ）体系的完全解表达为ｖａ（ｖａ０，
ｔ），其中ｖａ０是状态参数初值向量，称为参数，表明
是可微商的．完成微商有

ｖａ／ｖａ０＝Ｓａ（ｖａ０，ｔ），

ｖａ０／ｖａ＝Ｓ
－１
ａ （ｖａｏ，ｔ） （８）

可验证Ｓａ是辛矩阵．得到辛矩阵 Ｓａ（ｖａ０，ｔ）就相当
于得到前面的Ｓａ（ｔ）．

４９１
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寻找Ｈａ（ｖ，ｔ）体系的完全解不是轻而易举的，
线性常系数系统是能办到的，但其它系统有完全解

的很少．线性常系数系统用本征向量辛矩阵 Ψａ给
出了时不变的正则变换，运用 Ｓａ（ｔ）进行就是时变
的正则变换了．假设有完全解的近似体系的Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ函数Ｈａ（ｖ，ｔ）已经找到，注意非线性系统的辛
矩阵与初始状态向量ｖａ０有关，故写成Ｓａ（ｖａ０，ｔ）．现
在进行时变辛矩阵乘法的正则变换，取

　 ｖ＝Ｓａ（ｖａ０，ｔ）·ｖｅ　或 ｖｅ＝Ｓ
－１
ａ ｖ＝－ＪＳ

Ｔ
ａＪｖ（９）

其中ｖｅ是变换后待求解的状态向量函数．推导 ｖｅ
满足的微分方程要微商 ｖｅ，这要先推导 Ｓａ（ｖａ０，ｔ）
的微商．因ｖａ（ｖａ０，ｔ）是完全解，方程（８）成立，再因
偏微商是次序无关的，故

　Ｓ·ａ（ｖａ０，ｔ）＝Ｓａ（ｖａ０，ｔ）／ｔ＝
２ｖａ（ｖａ０，ｔ）／ｖａ０ｔ＝

［ｖａ（ｖａ０，ｔ）／ｔ］／ｖａ０＝ｖａ（ｖａ０，ｔ）／ｖａ０＝

［Ｊ（Ｈａ／ｖａ）］／ｖａ０
于是

　ｖｅ＝－ＪＳ
·Ｔ
ａＪｖＪＳ

Ｔ
ａＪｖ＝Ｊ［［Ｊ（Ｈａ／ｖａ）］／ｖａ］

ＴＪｖ＋

ＪＳＴａ·（Ｈ／ｖ）＝－Ｊ（［Ｈａ／ｖａ］／ｖａ０）
Ｔｖ＋

ＪＳＴｓ·（Ｈ／ｖ）＝Ｊ·（Ｓ
Ｔ
ｓ·（Ｈ／ｖ）－

（［（Ｈａ／ｖａ）］／ｖａ０）
Ｔ·ｖ）｜ｖ＝Ｓａ（ｖａ０，ｔ）·ｖｅ （１０）

公式看来比较复杂，但一般非线性问题已经很难再

化简了．对于方程（１０）解读如下：Ｈａ／ｖａ给出的
向量是ｖａ（ｖａ０，ｔ）的函数，然后再对ｖａ０进行微商，向
量对向量的微商给出矩阵，然后点乘 ｖ仍给出向
量．而 Ｈ／ｖ给出向量，用矩阵 ＳＴａ前乘仍给出向
量．因此方程（１０）是向量ｖｅ的微分方程．其中出现
的ｖ应当用方程（９）中的 ｖ＝Ｓａ（ｖａ０，ｔ）·ｖｅ代入
的，方才成为对于ｖｅ的微分方程．寻找能分析求解
的近似非线性系统也是不容易的，如果能找到，则

正则变换可发挥重要作用．
以上给出了以辛矩阵表述的正则变换．下面我

们将以无阻尼 Ｄｕｆｆｉｎｇ方程为例，说明如何利用上
述的正则变换，并通过引入参变量，实现保辛 －保
能量算法．

２　无阻尼Ｄｕｆｆｉｎｇ弹簧的求解

笼统地讲述理论不容易理解，用具体的例题来

表述便于理解．下面用熟知的无阻尼 Ｄｕｆｆｉｎｇ弹簧
自由振动为例来介绍．微分方程是

ｑ̈（ｔ）＋［ω２ｓ＋βｑ
２］ｑ（ｔ）＝０ （１１）

初始条件为ｑ（０）和ｑ（０）．Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
Ｌ（ｑ，ｑ）＝（ｑ２－ω２ｓｑ

２－βｑ４／２）／２ （１２）

该方程有 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数的分析解［１２］，而 Ｊａｃｏｂｉ
椭圆函数可用精细积分法计算［１３］，数值上可达到

计算机精度．这里不采用椭圆函数的分析解，而是
进行数值求解．

非线性方程一般难以分析求解，只能采用近似

数值积分．近似系统应当也是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，其保
辛是近似系统的保辛．近似系统保辛不能保证近似
解对于原系统保辛，甚至原系统的能量也未必保

守，故应使用参变量等多种方法．注意，近似方法中
还有摄动法可用．

在选择摄动出发点的基本近似解时也应遵循

保辛的性质．原系统（１１）是非线性微分方程的初
值问题，设积分已经到达时刻 ｔ０，得到了 ｑ０，ｐ０；而
下一步是 ｔｆ，要求计算此时的 ｑｆ，ｐｆ．作为时间区段
（ｔ０～ｔｆ）的基本近似解，可选择常系数线性振动的
解．即认为取时间区段（ｔ０～ｔｆ）的近似系统为

Ｓａ（ｑ０，ｑｆ）＝∫
ｔｆ

ｔ０
Ｌａ（ｑ，ｑ）ｄｔ，

Ｌａ（ｑ，ｑ）＝ｑ
２／２－ω２ｑ２／２ （１３）

其中弹簧力ω２ｑ的选择是切线或某割线近似．虽然
有保辛的要求，近似方法仍然是有选择余地的，即

常系数ω２的选择．对应的微分方程为
ｑ̈ａ（ｔ）＋ω

２ｑａ（ｔ）＝０ （１４）

常系数 ω２的选择可根据某个条件来选定，成为留
有余地的所谓参变量．初值问题求解比较简单，当
然是按给定参变量 ω２而求解的，得到时段结束时
ｔｆ的状态向量ｑｆ，ｐｆ．参变量ω

２尚未完全确定，由于

希望保持能量守恒，恰好可通过调整参变量 ω２使
原系统能量在时段结束时刻ｔｆ守恒．由于近似方程
（１４）为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统并可解析求解，能确保保辛，
并且在保辛基础上通过调整参变量ω２保证能量在
积分格点上守恒．

还可以通过摄动方法得到更为精细的方法．近
似系统（１４）的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈａ（ｖ）＝ｐ
２／２＋ω２ｑ２／２

是线性时不变系统，利用它可执行时变正则变换．
引入Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈａ（ｖ）标志的近似线性系统，就
是要基于它进行基于线性时不变系统的时变正则

变换．因此要将二次Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数表达为
Ｈａ（ｖ）＝－ｖ

Ｔ（ＪＨａ）ｖ／２ （１５）
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根据矩阵 Ｈａ，容易计算本征向量辛矩阵 Ψａ，而单
位初始矩阵的响应辛矩阵为

Ｓａ（ｔ）＝ｅｘｐ（Ｈａｔ） （１６）

可验证ＳＴａＪＳａ＝Ｊ．运用Ｓａ（ｔ）可进行时变的正则变换

ｖ＝Ｓａ（ｔ）·ｖｅ或 ｖｅ＝Ｓ
－１
ａ ｖ＝－ＪＳ

Ｔ
ａＪｖ （１７）

变换后待求状态向量函数是ｖｅ（ｔ），微分方程是
ｖｅ＝Ｈｅｖｅ，

Ｈｅ＝ＪＳ
Ｔ
ａＪ（Ｈａ－Ｈ）Ｓａ＝Ｓ

－１
ａ （Ｈ－Ｈａ）Ｓａ （１８）

其中

Ｈａ－Ｈ＝
０ ０

ω２ｓ＋βｑ
２－ω２[ ]０ （１９）

容易验证 Ｈｅ是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ矩阵．参变量 ω
２仍是待

定，根据格点处能量保守，ｔｆ时刻原系统的能量守
恒成为补充条件，可提供一个方程，用以确定参变

量ω２．非线性方程，求解要迭代．作为参变量的初
值，在普通情况下可用切线的 ω２；或用通常的保辛
差分法，例如保辛Ｅｕｌｅｒ差分法等再结合割线近似
等．虽然开始的参变量初值不够准，在叠代中是可
逐步修正的．

变换后的微分方程（１８）的求解也要初始条
件．根据方程（１７），并且由于Ｓａ（ｔ０）＝Ｉ，故

ｖｅ０＝ｖ０ （２０）
方程（１８）也是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，对此可用例如保辛
差分或时间有限元等保辛近似方法求解．因 Ｈａ是
原系统Ｈ的主要部分，而近似系统 Ｈａ是非常精细
地求解的，并且正则变换本身是精确的，所以的主

要部分已经“消化”了．从而对于 Ｈｅ的近似求解所
带来的误差已经是高阶小量了，可以得到满意的数

值解．通过能量守恒求解参变量ω２必然导向迭代．
迭代有各种各样的方法，可设想如下：

１．根据ｑ０，ｐ０，采用参变量ω
２的初值问题．最粗

糙是用切线近似的ω２，然而讲究些也可用简单的差
分法近似计算一个ｑｆ，再采用割线近似的ω

２等；

２．根据ｑ０，ｐ０，ω
２精细求解初值问题，得到辛

矩阵以及ｑｆ０，ｐｆ０；
３．根据辛矩阵进行其乘法的正则变换得到矩

阵Ｈｅ，见方程（１８）；
４．摄动后的初值边界条件见方程（２０）；
５．近似保辛求解变换后 Ｈｅ的系统，并计算 ｔｆ

处的ｑｆ，ｐｆ与能量Ｈｆ；
６．比较初始 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 Ｈ０＝Ｈ（ｑ０，ｐ０）与

Ｈｆ＝Ｈ（ｑｆ，ｐｆ）之差ΔＨ（ω
２）＝Ｈｆ－Ｈ０，如果误差ΔＨ

满足指定精度则接受，否则修改新的参变量ω２ｎｅｗ；

７．修改 ω２ｎｅｗ的方法可以是，根据临近两次 ω
２

的和对应的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数，通过割线按直线插值确
定新的参变量ω２ｎｅｗ．然后返回步骤２．

应当证明，不论参变量ω２选择什么数值，以上
的积分总是保辛的．证明为：因为变换用辛矩阵乘
法ｖ＝Ｓａ（ｔ）·ｖｅ，故

ｖ０＝Ｓａ０·ｖｅ０，ｖｆ＝Ｓａｆ·ｖｅｆ
其中Ｓａ０，Ｓａｆ是辛矩阵．又因正则变换后，采用例如
区段变形能的有限元法推导的传递

ｖｅｆ＝ＳｅΔ·ｖｅ０
其中ＳｅΔ也是辛矩阵．从而得到

ｖｆ＝ＳａｆＳｅΔｖｅ０＝（ＳａｆＳｅΔＳ
－１
ａ０）ｖ０＝ＳΔ·ｖ０，

ＳΔ＝ＳａｆＳｅΔＳ
－１
ａ０

则传递矩阵ＳΔ是３个辛矩阵的乘积；根据辛矩阵

群的性质，ＳΔ也是辛矩阵．故不论 ω
２如何选择，状

态传递总是保辛的．这样，在保辛条件外，还有参变
量的选择余地，还可满足更多的条件，当前应选择

格点处能量守恒条件得以满足．通俗地讲，参变量
方法是有弹性的，“太极拳”有含蓄．

状态传递保辛后，能量是否守恒也重要．任意选
择的参变量ω２不能保证格点处的状态使原系统的
能量守恒．好在参数 ω２的选择可按能量守恒而求
解．因此参变量ω２辛矩阵乘法的正则变换后再保辛
近似，既保辛又使能量守恒，打破了所谓保辛则能量

不能守恒，能量守恒就不能保辛的两难命题．这个相
互冲突的结论只适用于刚性的有限差分积分格式．
因差分格式没有参变量，故要求保辛后就没有选择

余地了．运用含有参变量的辛矩阵乘法正则变换可
达到能量守恒，故可称为“保辛－守恒算法”．

前面讲述是在可精细求解的近似系统基础上

再运用辛矩阵乘法摄动而求解的．直接运用精细积
分近似系统的解而不进行摄动也可实现保辛 －守
恒的．摄动求解当然可使精度大幅度提高，但也有
较高的计算工作量．但不摄动而减少离散格点的步
长也能提高精度的．

参变量正则变换的保辛－守恒算法显现出了其
优越性．保辛说的是“近似解的传递保辛”，守恒说的
是“近似解使原系统在格点处守恒”．单自由度问题
只能有一个参变量；而ｎ自由度问题就可以有ｎ维
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的参变向量．这样可以保辛后还可使多个守恒条件
得到满足，有足够的弹性．虽然现在用 Ｄｕｆｆｉｎｇ弹簧
的例题讲解，但参变量方法是一般适用的．然而有多
个守恒量时，非线性联立方程的求解会麻烦些．

３　数值算例

算例１：考虑上述的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程，取参数为ωｓ＝０．２

和β＝１．０，非线性度比较深；初始条件为ｑ（０）＝１，ｐ
（０）＝１．在０到２０（ｓ）区间上积分，时间积分步长
为η＝０．１．

图１　Ｄｕｆｆｉｎｇ方程保辛－守恒算法积分结果

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ－ｅｎｅｒｇｙｉｎｖａｒｉａｎｔｒｅｓｕｌｔｓ

ｆｏｒＤｕｆｆｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ

图２　Ｄｕｆｆｉｎｇ方程保辛摄动－守恒算法积分结果

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ－ｅｎｅｒｇｙｉｎｖａｒｉａｎｔ

ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒＤｕｆｆｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ

采用线性系统（１４）来近似 Ｄｕｆｆｉｎｇ方程，并通

过调整参变量 ω２使原系统能量在积分格点守恒，

即未曾使用保辛摄动时，给出的计算结果如图 １
（ａ）（ｄ），分别表示 Ｄｕｆｆｉｎｆ方程的相轨迹、位移、
Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的相对误差以及参变量 ω的变化情
况．在（ａ）和（ｂ）中，实线为通过椭圆函数计算的解
析解，而圆圈为本文方法结果．图１（ａ）表明相平面

上近似解与精确解的椭圆函数轨道符合很好．图１
（ｃ）表明，上述方法得到的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的相对误
差已经达到１０－１４，这已经接近计算机精度．当然如
果计算机系统的精度更高，则Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数也能达
到更高的精度．

若采用线性系统（１４）的单位响应矩阵 Ｓａ（ｔ）
作时变正则变换，然后通过保辛方法求解方程

（１８），并同样调整参变量 ω２使原系统能量在积分
格点守恒，则结果如图２（ａ）（ｄ），它们与图１表示
的含义相同．图１和图２的差别很小，若采用数值
比较可知图２的结果更精确一些．

以上两种近似解的误差表现在相位上，当时间

长时会表现出来．若积分到２００（ｓ），则以上两种方
法的位移与解析解有明显差别，其中第二种方法更

精确些，但需要的计算量也显著增加．
算例２：考虑Ｋｅｐｌｅｒ问题，Ｌａｇｒａｎｇｅ与Ｈａｍｉｌｔｏｎ

函数分别是

Ｌ（ｑ，ｑ）＝１２（ｑ
２
１＋ｑ

２
２）＋

１
ｑ２１＋ｑ槡

２
２

，

Ｈ（ｑ，ｐ）＝１２（ｐ
２
１＋ｐ

２
２）－

１
ｑ２１＋ｑ槡

２
２

（２１）

其Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程为
ｑ１＝ｐ１，　ｑ２＝ｐ２

ｐ１＝－
ｑ１

（ｑ２１＋ｑ
２
２）
３／２，　ｐ２＝－

ｑ２
（ｑ２１＋ｑ

２
２）
３／２ （２２）

初始条件取为ｑ１＝０．４，ｑ２＝０，ｐ１＝０，ｐ２＝２．此问题
除了Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数是守恒量外，角动量也是守恒
量，即

Θ＝ｑ１ｐ２－ｑ２ｐ１ （２３）
守恒．对于本问题，当然可如前面运用精细积分与切
线近似求解，但参变量方法还可用于时间有限元积

分．以下的阐述与计算是参变量时间有限元方法的．
采用区段变形能单点积分近似，积分点的选择

也可带上参变量的．令 η代表时间步长．运用时间
有限元的近似作用量

Ｓ＝∫
η

０
Ｌ（ｑ，ｑ）ｄｔ≈η·Ｌ（珔ｑ，Δｑ／η） （２４）

这近乎是微积分的中值定理．例如取

珔ｑ＝（ｑ０＋ｑｒ）／２ （２５）
这是直线插值．于是

Ｓ＝ηＬ（珔ｑ，（ｑｆ－ｑ０）／η） （２６）
只是ｑ０，ｑｆ的函数而没有参变量．应引入参变量，
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带上参变向量的时间有限元就能达到守恒的．仔细
分析可知，被积分函数是Ｌ（ｑ，ｑ），微积分中值定理
讲是时间区段内某一点．取直线插值的 珔ｑ，无非是
取中点近似而已．选择了 ｑｆ就完全确定了．然而实
际轨道不能保证是直线，在珔ｑ＝（ｑ０＋ｑｆ）／２附近的
位移也可以选择．可以在中点（ｑ０＋ｑｆ）／２附近选择
积分点，以引入参变量．取

珔ｑ＝（ｑ０＋ｑｆ）／２＋ｄｉａｇ（Ｌ）·γ （２７）
其中ｎ维向量γ就是参变向量；而Ｌ是梯度向量

Ｌ≈Ｌ／ｑ｜珋ｑ，（ｑｆ－ｑ０）／Δｔ≈Ｌ／ｑ｜ｑ０，（ｑｒ－ｑ０）／Δｔ（２８）
就是运用出发点附近的近似也可以，（ｑｆ－ｑ０）／Δｔ
也不用反复叠代，只要用第一次计算的即可，就是

说只需计算一次以减少计算工作量．而 ｄｉａｇ（Ｌ）
是以Ｌ为对角元的对角矩阵．因此可支持不超过
ｎ个守恒量．如果有 ｎ个守恒量的话，系统就是可
积分的了．一般实际的系统有 ｍ＜ｎ个守恒量，则
只要选择ｍ个参变量就可以了．当只有一个守恒
量时，只需要一个参变量，可选择

珔ｑγ＝（ｑ０＋ｑｆ）／２＋γ·Ｌ （２９）
其中γ是参变量．调整参变量 γ可达到能量守恒，
通常向量γ·Ｌ是很小的．这样

Ｓ＝ηＬ（珔ｑγ，ｑ／η）＝ｆ（ｑ０，ｑｆ，γ） （３０）
是参变量γ的函数；从而时间有限元方法得到的传
递辛矩阵Ｓ（γ），成为参数γ的矩阵函数；确定参数

γ根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数守恒的条件即可．
这说明参变量差分法也是可行的．
对于本算例的Ｋｅｐｌｅｒ问题，我们选择一个参变

量γ以保证 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数守恒．在０－１０００（ｓ）上
积分，时间步长为η＝０．１．图３（ａ）－（ｄ）分别给出
了Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的相对误差，角动量的相对误差、
参变量γ随时间变化以及Ｋｅｐｌｅｒ问题的轨迹．数值
近似给出了计算机精度的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数，而角动量
大体上自动守恒．积分得到的轨道出现椭圆轨道进
动，这是近似积分无法避免的．

若在０－４π（ｓ）上积分，时间步长为η＝π／３０．
分别采用保辛的中点近似方法（即采用方程（２６）
给出的近似而不引入参变量）和本文保辛－守恒方
法积分，计算结果分别如图４，其中黑点表示解析
解，而实线和虚线分别给出保辛－守恒方法和中点
近似的积分结果．在上面给出的初始条件下，Ｋｅｐ
ｌｅｒ椭圆轨道的周期为２π，图４表明这两种方法都
会出现椭圆轨道进动，但保辛－守恒方法的椭圆轨

道进动要慢一些，更精确一些．

图３　Ｋｅｐｌｅｒ问题保辛－守恒算法积分结果

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｅｎｅｒｇｙｉｎｖａｒｉａｎｔｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒＫｅｐｌｅｒｐｒｏｂｌｅｍ

图４　保辛中点近似方法和保辛－守恒方法比较

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｏｍｐｓｉｏｎｆｏｒｍｉｄｐｏｉｎｔｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｍｅｔｈｏｄａｎｄ

ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ－ｅｎｅｒｇｙｉｎｖａｒｉａｎｔｍｅｔｈｏｄＫｅｐｌｅｒｐｒｏｂｌｅｍ

４　结论

通过引入含参变量的近似Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，并以
为此为基础进行辛矩阵乘法的正则变换，在保证了

数值积分的保辛性质后，通过调整参变量可达到能

量在积分格点上守恒，实现了Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统即保辛
又保能量的算法．通过例题表明，运用精细积分或
时间有限元皆可达到守恒量的守恒．直接运用近似
系统的解而不进行摄动，以及在近似系统基础上再

运用辛矩阵乘法摄动均可实现保辛－守恒．摄动求
解可使精度提高，但也有较高的计算工作量．
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