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商品调价的动力学模型及其应用

化存才

（云南师范大学数学学院，昆明　６５００９２）

摘要　提出了关于商品调价的几个微分方程动力学模型．这些模型综合反映了商品的供求关系，售后服务，

价格竞争关系，消费者的承受能力．通过定性地分析三种情形下的相应的模型，得到商品价格的稳定性和周

期性调价的条件，以及同类商品价格竞争的同步关系．最后，将模型应用于同类商品价格波动时的政府宏观

调控分析，提出了一些合理的建议．
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引 言

在市场经济的条件下，商品的调价是正常的经

济活动，商品定价是调价的基础，而调价又是定价

的重要组成部分．对于关系国计民生的公共商品的
调价问题而言，它的合理解决对于协调各种经济关

系，构建和谐社会和引导政府的宏观经济调控行为

都是非常重要的，在这里，微分方程动力学的建模

可以起到关键的作用．
关于商品的定价问题，一般文献都是考虑利润

最大价格和折扣定价策略．例如，需求量是价格的
线性减函数的简单最优价格模型［１］，供应链管理中

供需双方协调以节约双方费用的优化定价模型，以

及考虑经济批量的数学折扣定价模型等［２－４］．最
近，我们则先后给出了商品几个的价格模型，如给

出商品价格上浮和保持的条件，一种折扣定价策略

和二次需求函数模型［５］，商品的需求概率和需求风

险模型［６］，凸需求函数、凸分布与多种价格并存的

优化模型，并证明了在凸需求函数模型下，需求最

大价是利润增长价，而利润最大价则是需求下降

价［７］，还有在价格波动时，商品动态价格的数学模

型，以及商品的预期利润与销售量之间关系的二维

微分方程模型［８］．实际上，由于商品的供求关系，商
品自身的质量，损耗，商品的售后服务和其它同类

商品的价格竞争等多种因素存在着复杂作用，故商

品的调价过程充满了微分方程的动力学问题，而已

有的文献都没有进行过相关的研究．

在文中，我们主要研究商品调价的微分方程动

力学问题，给出综合反映商品的供求关系，售后服

务，竞争关系，消费者承受能力的几个微分方程动力

学模型，最后将模型应用于分析同类商品价格波动

时的政府调控问题，提出一些有用的结论和建议．

１　在没有同类商品价格竞争时商品调价的
动力学模型

在本节中，我们先建立在没有其它同类商品的

价格竞争时，商品的调价动力学模型．
我们以ｐ，Ｐｓ分别表示商品价格和售后服务价

格，它们随时间变化，以 ｆ（ｐ），ｇ（ｐ）分别为商品的
需求函数与供给函数，以 ｐｉ０表示反映商品的成本
和市场需求最大的价格．

由于当ｆ（ｐ）＞ｇ（ｐ）（或者ｆ（ｐ）＜ｇ（ｐ））时，价
格可上调（或者下调），故我们可假设价格的变化

率ｄｐ／ｄｔ＝ｐ与ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）成正线性相关；又由于
商品的质量越好，售后服务越好，就越有利于商品

的价格上调，而商品的自然损耗则对商品的调价起

较大的阻滞作用（如食品、药品存在保质期的情

况），故我们可假设变化率 ｄｐ／ｄｔ与 Ｐｓ，ｐ成正的线

性相关，而与－ｐ２成负相关．综合一下，我们得到在
没有其它同类商品的价格竞争时，关于商品调价的

微分方程动力学模型为

　ｐ＝λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋αＰｓ（ｔ）＋βｐ－γｐ
２＝ｈ（ｐ）（１）

其中λ，α，β，γ均为正的比例系数，分别称为商品的供
求系数，售后服务系数，质量系数与自然损耗系数．
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模型（１）是一个非自治系统，较困难．为分析

方便起见，我们设 Ｐｓ（ｔ）≡Ｐ
－

ｓ为常数．此时，模型
（１）为一个自治系统．利用微分方程平衡点的稳定
性判别法［９］，我们有：

定理１　设ｐｉ０满足ｈ（ｐｉ０）＝０，ｈ
′（ｐｉ０）＜０，

λ［ｆ（ｐｉ０）－ｇ（ｐｉ０）］＋αＰ
－

ｓ（ｔ）＋βｐｉ０－γｐ
２
ｉ０＝０，

ｆ′（ｐｉ０）－ｇ
′（ｐｉ０）＜

－β＋２γｐｉ０
λ

（２）

成立，则ｐｉ０是（１）的稳定平衡点．
证略．
实际上，我们总可以通过调整系统的参数，供

求关系，确保商品生产及其售后服务质量，使得

（２）的第一个条件成立．下面我们根据（２）的第二
个条件给出３个应用分析的结果：

（ⅰ）当ｐｉ０＜β／２λ时，由（２）的第二个条件知

ｆ′（ｐｉ０）＜ｇ
′（ｐｉ０），因此，当供给函数在处的变化率

大于需求函数的变化率时，价格 ｐｉ０才能保持稳定
不变，并且ｐｉ０的上限为β／２λ，它与商品的质量成正
比，而与商品的自然损耗成反比；

（ⅱ）当供求变化率达到平衡时，有ｆ′（ｐｉ０）＝ｇ
′

（ｐｉ０），由（２）的第二个条件得 ｐｉ０≥β／２λ，因此，当
ｐｉ０的下限为 β／２λ时，才能使价格 ｐｉ０保持稳定不
变；

（ⅲ）当α＝β＝γ＝０时，ｐｉ０是供求达到平衡的

价格，即ｆ′（ｐｉ０）＝ｇ
′（ｐｉ０），此时由（２）知ｆ

′（ｐｉ０）＜ｇ
′

（ｐｉ０）是使价格 ｐｉ０稳定的充分条件，这与离散的蛛

网模型的结果［１］一致．
如果把前面假设中的价格变化率（速度）ｄｐ／ｄｔ

改为价格的变化加速度 ｄ２ｐ／ｄｔ２＝ｐ̈，那么我们得
到，在没有其它商品的价格竞争时，商品调价的微

分方程动力学模型为：

ｐ̈＝λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋αＰｓ（ｔ）＋βｐ－γｐ
２ （３）

或者等价的二维动力系统：

ｐ＝ｑ

ｑ＝λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋αＰｓ（ｔ）＋βｐ－γｐ{ ２
（４）

类似于前面的分析，假设 Ｐｓ（ｔ）≡Ｐ
－

ｓ为常数，

此时（４）为一个自治系统，我们有：
定理２　当条件（２）成立时，模型（４）的平衡点

（ｐｉ０，０）是中心，因此商品的价格可以在 ｐｉ０附近进
行周期性地上下调节．

如果在前面的假设条件下，我们考虑通过售后

服务价格的调节而调节商品的价格，调节的原则

是：当商品的售价过高（ｐ＞ｐｉ０）或者过低（ｐ＜ｐｉ０）
时，将售后服务价格下调（或者上调），故我们补充

假设ｄＰｓ／ｄｔ＝Ｐ
·

ｓ与ｐ－ｐｉ０成负的线性相关，比例系
数为μ＞０．于是，我们得到关于商品调价的微分方
程动力学模型为

ｐ〗＝λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋αＰｓ（ｔ）＋βｐ－γｐ
２

Ｐ
·

ｓ＝－μ（ｐ－ｐｉ０
{

）
（５）

利用平衡点的稳定性定理和 Ｈｏｐｆ分支定
理［９］，有：

定理３　当条件ｆ′（ｐｉ０）－ｇ
′（ｐｉ０）＜

－β＋２γｐｉ０
λ

时，模型（５）有稳定的平衡点

　（ｐ，Ｐｓ）＝（ｐｉ０，
－λ［ｆ（ｐｉ０）－ｇ（ｐｉ０）］－βｐｉ０＋γｐ

２
ｉ０

α
）（６）

当ｆ′（ｐｉ０）－ｇ
′（ｐｉ０）＝

－β＋２γｐｉ０
λ

时，模型（５）

在（６）的附近存在稳定的极限环．
证：记ｌ＝ｌ（ｐｉ０）＝λ［ｆ

′（ｐｉ０）－ｇ
′（ｐｉ０）］＋βｐｉ０－

２γｐｉ０，则模型（５）在平衡点（６）处的线性化系统的

矩阵的特征根为：ｒ１，２＝
－ｌ± ｌ２－４槡 αμ

２ ．

当ｆ′（ｐｉ０）－ｇ
′（ｐｉ０）＜

－β＋２γｐｉ０
λ

时，有 Ｒｅｒ１，２

＜０，故据平衡点的稳定性定理［９］，平衡点（６）是稳
定的；

当ｆ′（ｐｉ０）－ｇ
′（ｐｉ０）＝

－β＋２γｐｉ０
λ

时，ｒ１，２为一对

共轭虚根，我们选取ｌ为分支控制参数，则有 ｌ＝０，

Ｒｅｒ１，２＝０，
ｄＲｅｒ１，２
ｄｌ ＝１２＞０，故根据 Ｈｏｐｆ分支定

理［９］，对充分小的ｌ＞０，模型（５）在平衡点（６）的附
近存在稳定的极限环．证毕！

根据定理３，当条件ｆ′（ｐｉ０）－ｇ
′（ｐｉ０）＝

－β＋２γｐｉ０
λ

时，ｒ１，２成立时，商品的价格将是稳定的周期性变化，
故可以按照模型（５）去周期性地调节商品的价格．

２　在有同类商品价格竞争时商品调价的动
力学模型

在本节中，我们主要建立在有同类其它商品的

价格竞争时，商品调价的二维动力学模型．
在前面的假设条件下，我们以 ｐｃ表示同类其

９８１
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它商品的价格，注意到一种商品的价格随其它同类

商品价格的上调（或者下调）而上调（或者下调），

故我们补充假设ｄｐ／ｄｔ＝ｐ与 ｐｃ成正线性相关 δ＞
０，比例系数为．另一方面，其它同类商品也会对商
品的调价产生同步反作用，故可设其价格变化率

ｄｐｃ／ｄｔ与ｐ－ｐｉ０成正比，比例系数为 μ＞０．于是，我
们得到在有其它同类商品的价格竞争时，商品调价

的二维微分方程动力学模型为：

ｐ＝λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋αＰｓ＋βｐ－γｐ
２＋δｐｃ

ｐｃ＝μ（ｐ－ｐｉ０{ ）
（７）

类似于前面的分析，我们有：

定理４　当 ｆ′（ｐｉ０）－ｇ
′（ｐｉ０）＜

－β＋２γｐｉ０
λ

，且

Ｐｓ（ｔ）≡Ｐ
－

ｓ为常数时，（７）有稳定平衡点：

　（ｐ，ｐｃ）＝（ｐｉ０，
－λ［ｆ（ｐｉ０）－ｇ（ｐｉ０）］－βｐｉ０＋γｐ

２
ｉ０

α
）（８）

由于定理 ４的条件与定理 １相同，故对模型
（７）进行应用分析的结果同前面的（ⅰ）（ⅱ）．

根据定理１和４，对于有同类其它商品的价格竞
争存在时，只要竞争关系是按照模型（７）去展开的，
那么，商品价格竞争的最终结果将是会与在没有价

格竞争时的结果达到同步．这一结果对于商品的经
济活动有如下重要的指导意义：不提倡同类商品在

销售的经济活动中发生相互排斥的价格竞争行为．

３　考虑消费者承受力时商品调价的三维动
力学模型

在本节中，我们主要建立考虑消费者的承受能

力时商品调价的动力学模型．
在前面§２的假设条件下，我们增加考虑消费

者的承受价格ｑｃ（ｔ）．注意到消费者的承受力对一
类商品在调价竞争的过程起着一定的阻滞作用，故

我们应在模型（７）的两个方程中分别加上 －ｍ１ｑｃ
与－ｍ２ｑｃ；又由于消费者一般都会因商品的价格而
在两种同类商品之间作权衡选择，故我们再补充假

设ｄｑｃ／ｄｔ＝ｑｃ与ｐ和 ｐｃ成线性相关（例如，ｑｃ与 ｐ
成正线性相关，而与ｐｃ成负线性相关）．于是，我们
得到在考虑消费者的承受力时，关于商品调价的三

维微分方程动力学模型为：

　

ｐ＝λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋αＰｓ＋βｐ－γｐ
２＋δｐｃ－ｍ１ｑｃ

ｐｃ＝μ（ｐ－ｐｉ０）－ｍ２ｑｃ
ｑｃ＝ｋ１ｐ－ｋ２

{
ｐ

（９）

其中ｍ１，ｍ２，ｋ１，ｋ２＞０均为比例系数．
利用平衡点的稳定性判别法和 Ｈｕｒｗｉｔｚ判别

法［１０］，我们有：

定理５　设 Ｐｓ（ｔ）≡Ｐ
－

ｓ为常数，并且记 ｌ＝ｌ

（ｐｉ０）＝λ［ｆ
′（ｐｉ０）－ｇ

′（ｐｉ０）］＋β－２γｐｉ０为定理３的

证明中引入的符号，ａ２＝ｋ１ｍ１－ｋ２ｍ２－μδ，ａ３＝

ｋ２ｍ２ｌ（ｐｉ０）－μｋ２ｍ１＋δｋ１ｍ２，则模型（９）有稳定平衡
点的充分条件是下列三个条件同时成立：

ｌ（ｐｉ０）＜０，ａ３＞０，ａ２ｌ（ｐｉ０）＜－ａ３ （１０）
证：（９）在平衡点处的线性化系统的矩阵为

ｌ（ｐｉ０） δ ｍ１
μ ０ ｍ２
ｋ１ －ｋ２









０

，它的特征方程为：

ｒ３－ｌ（ｐｉ０）ｒ
２＋ａ２ｒ＋ａ３＝０ （１１）

由文献［１０］关于平衡点的稳定性判别法和Ｈｕｒｗｉｔｚ
判别法，模型（９）有稳定平衡点的充分条件是三次
方程（１１）的所有根均具有负实部，而方程（１１）的

所有根均具有负实部的充分条件是－ｌ（ｐｉ０）＞０，ａ３
＞０，－ｌ（ｐｉ０）ａ２＞ａ３，即条件（１０），于是我们就得到
定理５的结论成立．

４　模型应用于有同类商品价格波动时公共
商品的政府调控

通常，一种商品在有同类商品发生价格的波动

时，迟早都要考虑调价问题．对于公共商品而言，商
品的调价就是一个非常敏感的社会问题，如春运客

票、水、电、油、气、教育收费等，这时，就需要政府制

定出稳定合理的价格宏观调控政策．
首先，我们考虑仅由供求关系和同类商品价格

波动时的模型（７），即α＝β＝γ＝０，有

ｐ＝λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋δｐｃ
ｐｃ＝μ（ｐ－ｐｉ０{ ）

（１２）

其中δ，λ＞０，而μ可正可负．模型（１２）有正平衡点

（珋ｐ，珋ｐｃ）＝ ｐｉ０，
λ
δ
［ｇ（ｐｉ０）－ｆ（ｐｉ０( )）］ （１３）

的充要条件是 ｇ（ｐｉ０）＞ｆ（ｐｉ０），即供大于求．但是，
当μ＞０时，正平衡点（１３）却是不稳定的鞍点，这
就表明，在供大于求的前提下，由同类商品价格的

波动而引起商品价格的波动是难免的．不过，我们
却有如下结果：即使同类商品的价格波动到极大

价，商品的价格也可以在一段时间内保持不变．

０９１
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事实上，设 ｔｉ０在时刻满足：ｐ（ｔ０）＝ｐｉ０，０＜ｐｃ
（ｔｉ０）＜珋ｐｃ，则有 ｐｃ（ｔ０）＝０，̈ｐｃ（ｔ０）＜０和 ｐ（ｔ０）＜０

故ｔｉ０是同类商品价格 ｐｃ（ｔ）波动达到极大值的时
刻，而ｐ（ｔ）在超过ｔｉ０的近期内（ｔｉ０＋τ＞ｔ＞ｔｉ０）是单

调减少的，故我们有 ｐ（ｔ）＜ｐ（ｔｉ０）＝ｐｉ０，即所述结
果成立．据此，我们可提出如下建议：政府应抓紧时
间，及时分析同类商品波动产生的原因，采取有效

的应对措施，以确保商品的价格保持不变．
当μ＜０，ｆ′（ｐｉ０）＜ｇ

′（ｐｉ０）时，正平衡点（１３）是稳
定的，这种情况相当于要求政府协调好同类商品之间

的供求关系，促使其降价．当μ＜０，ｆ′（ｐｉ０）＝ｇ
′（ｐｉ０）时，

（１２）在正平衡点（１３）附近存在 Ｈｏｐｆ分支（极限
环），此时，商品价格的波动是小振幅周期性的，因

此政府可允许商品价格有小幅度的周期性波动．
其次，我们考虑由供求关系和同类商品价格波

动时的模型（９），即α＝β＝γ＝０．为简便计，我们设
ｐ为公共商品价格，消费者的承受价格为常数 ｑｃ
（ｔ）＝珋ｑｃ，此时三维微分方程动力学模型（９）退化为
如下微分－代数系统：

ｐ＝λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋δｐｃ－ｍ１珋ｑｃ
ｐｃ＝μ（ｐ－ｐｉ０）－ｍ１珋ｑｃ
ｋ１ｐ－ｋ２ｐｃ＝

{
０

（１４）

其中ｍ１，ｍ２，ｋ１，ｋ２＞０均为比例系数，μ可正可负．
模型（１４）有正平衡点

（ｐ，ｐｃ）＝ ｐｉ０＋
ｍ２
μ珋
ｑｃ，
ｋ１
ｋ２
（ｐｉ０＋

ｍ２
μ珋
ｑｃ( )） （１５）

的充要条件是ｐｉ０＋
ｍ２
μ珋
ｑｃ＞０．在（１５）中，还应成立着

ｐｃ ＝
λ
δ
［ｇ（ｐｉ０）－ｆ（ｐｉ０）］＋

ｍ１
δ珋
ｑｃ．可见，供大于求的

充要条件是ｐｃ≥
ｍ１
δ珋
ｑｃ类似于本节中前面的分析，当

μ＞０时，平衡点（１５）是不稳定的，因此，由同类商品
价格的波动而引起公共商品价格的波动是难免的，

波动的绝对值为ｐ －ｐｉ０＝
ｍ１
μ珋
ｑｃ＞０．如果在ｔｉ０满足：

ｐ（ｔ０）＝ｐ，
λ
δ
［ｇ（ｐｉ０）－ｆ（ｐｉ０）］＋

ｍ１
δ珋
ｑｃ＞ｐｃ（ｔｉ０），则

ｔｉ０是同类商品价格ｐｃ（ｔ）波动达到极大值的时刻，并
且在ｐ（ｔ）超过ｔｉ０的近期内（ｔｉ０＋τ＞ｔ＞ｔｉ０）满足ｐ（ｔ）

＜ｐ，这表明：即使同类商品的价格波动到极大，商

品的价格也可在一段时间内保持ｐ不变．当μ＜０，ｆ′

（ｐ）＜ｇ′（ｐ）时，正平衡点（１５）是稳定的，这时要
求政府协调同类商品的价格关系，促使其降价．当μ
＜０，ｆ′（ｐ）＝ｇ′（ｐ）时，模型（１４）在正平衡点（１５）
附近存在Ｈｏｐｆ分支（极限环），这时，政府可以允许
公共商品价格有小幅度的周期性波动．

最后，我们考虑由供求关系和同类商品价格波

动时的模型（９），即α＝β＝γ＝０，且设ｐ仍为公共商
品价格，但是，将消费者的承受价格改为与公共商品

价格是同一的，即：ｑｃ（ｔ）＝ｐ（ｔ），此时三维微分方程
动力学模型（９）退化为如下的微分代数系统：

ｐ＝ｋ１ｐ－ｋ２ｐｃ；

ｐｃ＝μ（ｐ－ｐｉ０）－ｍ１珋ｑｃ
λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋（δ＋ｋ２）ｐｃ＝（ｍ１＋ｋ１）

{
ｐ

（１６）

其中ｍ１，ｍ２，ｋ１，ｋ２＞０，μ＞ｍ２．模型（１６）有正平衡点

（ｐ，ｐｃ）＝
μ

μ－ｍ２
ｐｉ０，
ｋ１
ｋ２

μ
μ－ｍ２

ｐｉ( )０ （１７）

其中，平衡点还应满足 λ［ｆ（ｐ）－ｇ（ｐ）］＋（δ＋
ｋ２）ｐｃ ＝（ｍ１＋ｋ１）ｐ条件易知，供大于求的充要条

件是
ｋ１
ｋ２
≥
ｍ１＋ｋ１
δ＋ｋ２

或者等价地，
ｋ１
ｋ２
≥
ｍ１
δ
．当 ｋ１＜２

ｋ２（μ－ｍ２槡 ）时，平衡点（１７）是不稳定的焦点，因此，
由同类商品价格的波动而引起公共商品价格的波动

确是难免的，价格波动的相对值为
ｐｐｉ０
ｐｉ０

＝
ｍ２
μｍ２

＞０．

如果设在时刻ｔｉ０满足：ｐ（ｔ０）＝ｐ，ｐｃ（ｔｉ０）＞ｐｃ，则ｔｉ０
是同类商品价格ｐｃ（ｔ）波动达到极大值的时刻，并且
ｐ（ｔ）在超过ｔｉ０的近期内（ｔｉ０＋τ＞ｔ＞ｔｉ０）满足ｐ（ｔ）＜

ｐ，这就表明：即使同类商品的价格波动到极大，公
共商品的价格也可以在一段时间内保持ｐ不变．

５　结论

主要针对商品的调价问题，系统地提出了综合

反映商品的供求关系，售后服务，价格竞争关系，消

费者的承受能力的几个微分方程动力学模型．定性
分析得到了三种情形下商品价格的稳定性和周期性

调价的条件，以及同类商品价格竞争的同步关系．将
模型应用于有同类商品价格波动时的公共商品调价

问题的政府宏观调控分析，提出了一些合理的建议．
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