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考虑热效应的复合材料多体系统动力学研究

刘锦阳　潘科琪
（上海交通大学船舶海洋与建筑工程学院，上海　２００２４０）

摘要　研究离心力和温度变化引起的附加弯曲变形对复合材料柔性多体系统振动特性的影响．从本构关系

和非线性应变与位移关系式出发，用虚功原理和有限单元法建立了复合材料柔性梁的动力学变分方程，在

此基础上建立了复合材料柔性多体系统的动力学方程．对曲柄连杆滑块机构的数值仿真表明，对于非对称

的复合材料梁，各层弹性模量和热膨胀系数的差异会引起附加弯曲变形，从而影响系统的振动特性．

关键词　复合材料多体系统，　几何非线性，　附加弯曲变形，　动力学，　热效应

引 言

由于复合材料具有材料重量轻，强度和刚度

大、耐高温和安全性好的特点，在工程界被广泛使

用．复合材料具有明显的非均匀性和各向异性性
质，与各向同性材料不同，复合材料的材料特性在

铺层方向的不对称，使复合材料结构在离心力作用

或者均匀升温时会产生附加的弯曲变形，影响弹性

振动特性，有必要对复合材料多体系统的动力学模

型进行研究．
近十年来，柔性多体系统的动力学建模理论研

究取得了很大的进展．传统的混合坐标法基于线性
的应变位移关系，无法解释旋转梁的动力刚化现
象，为此，国内外学者分别用附加初应力法、子结构

法、一次近似混合坐标法和绝对节点坐标法［１，２，３］

建立了几何非线性动力学模型，并通过实验验证了

建模理论的正确性［４］，在此基础上笔者［５］建立了

考虑热效应的柔性多体系统的几何非线性模型．上
述动力学模型基于各向同性假设，仅适用于均质材

料．
在各向同性材料动力学模型的基础上，Ｎｅｔｏ和

Ｍｅｃｈａｂ［６，７］基于线弹性理论，建立了复合材料多体
系统的动力学模型；Ｙｏｏ［８］将几何非线性动力学模
型拓展到作旋转运动的平面梁，研究了旋转角速度

和复合材料参数对系统振动频率的影响，考虑了各

向异性和应变的非线性项，但是在建模过程中基于

小变形假设，忽视了动力学方程中变形位移的高次

项，是不完备的几何非线性模型．
根据各层纤维角分布可以分为对称和非对称

两种情况，本文研究离心力和温度变化引起的附加

弯曲变形对于对称和非对称复合材料梁系统的振

动特性的影响．用虚功原理建立了复合材料柔性梁
的有限元离散的动力学变分方程，在建模过程中考

虑了几何非线性和动力学方程中变形位移的高次

项．在此基础上根据运动学约束关系建立了复合材
料柔性多体系统的几何非线性的完备的动力学模

型．通过对曲柄连杆滑块机构的数值仿真揭示了
对称和非对称复合材料梁系统的振动特性的本质

差异．

１　复合材料平面梁的动力学变分方程

如图 １所示，ｅ０为惯性基，ｅ

ｉ为 Ｂｉ的浮动基．

Ｂｉ中线上任意一点 ｋ关于 ｅ

０的位移 ｒ


和 ｒ 在 ｅ０

上的坐标阵分别可表示为

ｒ＝ｒ０＋ｓ

，　ｓ＝ｓ０＋ｕ


（１）

ｒ＝ｒ０＋Ａｓ
′，　ｓ′＝ｓ′０＋ｕ

′ （２）

其中，ｒ０为Ｂｉ浮动基原点 Ｏｉ关于 ｅ

０＝［ｘ


０　ｙ


０］
Ｔ

的位移，ｓ０和 ｓ

分别为 ｋ点在变形前后关于 ｅｉ＝

［ｘｉ　ｙ

ｉ］
Ｔ的位置矢量，ｕ为ｋ点的变形位移矢量．

ｒ０为 ｒ

０在 ｅ


上 的坐标阵，ｓ

′，ｓ′０，ｕ
′分别为 ｓ，ｓ０，Ｕ


在

ｅｉ上的坐标阵，Ａ为方向余弦阵，可表示为 Ａ＝
ｃｏｓθｓｉｎθ
ｓｉｎθ　ｃｏｓ[ ]θ．
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图１　复合材料平面梁和梁单元

Ｆｉｇ．１　Ａｃｏｍｐｏｓｉｔｅｐｌａｎａｒｂｅａｍａｎｄｂｅａｍｅｌｅｍｅｎｔ

用有限单元法离散，纵向和横向变形位移 ｕ１
和ｕ２可表示为 ｕ１＝Ｎ１ｐ，ｕ２＝Ｎ１ｐ，变形位移阵可
写成

ｕ′＝
ｕ１
ｕ[ ]
２

＝Ｎｐ，　Ｎ＝
Ｎ１
Ｎ[ ]
２

（３）

其中，Ｎ为形函数阵，ｐ为节点变形位移坐标阵．对
（２）关于时间求导，得到任意一点 ｋ的速度和加速
度在 ｅ０上的坐标阵为

ｒ＝ｒ０＋θ
·

ＡＩ
～
ｓ′＋ＡＮｐ，

ｒ̈＝ｒ̈０＋θ
¨
ＡＩ

～
ｓ′＋ＡＮ̈ｐ－θ

·

Ａｓ′＋２θ
·

ＡＩ
～
Ｎｓ′ｐ（４）

其中，Ｉ
～
＝
０　－１[ ]１　 ０

．于是，惯性力和体力作的虚功

和为

δＷ＝∫ＶδｒＴ（ｆ－ρ̈ｒ）ｄＶ＝δｑＴ（－Ｍｑ̈＋Ｑｉ＋Ｑｆ）
（５）

其中，ρ为体密度，ｆ为体力在 ｅ０上的坐标阵，ｑ＝
［ｒＴ０　θ　ｐ

Ｔ］Ｔ为广义坐标阵．设 Ｓ为横截面积，广
义质量阵Ｍ，广义惯性力阵Ｑｉ和广义体力阵Ｑｆ的
表达式为
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对于平面细长梁，基于ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ假设，不计剪
切变形和应变，弹性力做的虚功为

δＷｅ＝－∑
ｎ

ｋ＝１
∫
Ｌ

０∫
ｂ

０∫
ｙｋ

ｙｋ－１
δεｘσｘｄｙｄｚｄｘ （８）

其中，ｙｋ为第ｋ层到中面的距离，如图１所示．轴向

应力为［７］

σｘ＝Ｑ
（ｋ）
１１（εｘ－αｘΔＴ） （９）

其中，各参数的表达式为［１０］

Ｑ（ｋ）１１ ＝Ｑ１１ｃｏｓ
４Γｋ＋Ｑ２２ｓｉｎ

４Γｋ＋２（Ｑ１２＋

　２Ｑ６６）ｓｉｎ
２Γｋｃｏｓ

２Γｋ

α（ｋ）ｘ ＝α１ｃｏｓ
２Γｋ＋α２ｓｉｎ

２Γｋ，Ｑ１１＝
Ｅ１

１－γ１２γ２１
，

Ｑ２２＝
Ｅ２

１－γ１２γ２１
，Ｑ１２＝

γ１２Ｅ２
１－γ１２γ２１

，Ｑ６６＝Ｇ１２

上式中，Γｋ为第 ｋ层的纤维角，Ｅ１和 Ｅ２为各方向
的弹性模量，Ｇ１２为剪切弹性模量．设梁上任意各点
的温度均为Ｔ，参考温度为 Ｔｒ，则任意一点的温度
变化为

ΔＴ＝Ｔ－Ｔｒ （１０）

格林应变的表达式为［９］

εｘ＝
ｕ１
ｘ
＋１２［（

ｕ１
ｘ
）２＋（

ｕ２
ｘ
）２］－ｙ

２ｕ２
ｘ２
＝

　
Ｎ１
ｘ
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ＴＮｐ－ｙ
２Ｎ２
ｘ２
ｐ （１１）

将（９）（１１）代入（８），

δＷｅ＝δｐ
ＴＱＴ＋δｐ

ＴＱｅ，Ｑｅ＝－（ＫＬ＋ＫＮ）ｐ（１２）
其中，ＫＬ和ＫＮ分别为线性和非线性刚度阵，ＱＴ为
与热效应相关的广义力阵，可表示为

ＫＬ ＝∫
Ｌ

０
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′
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Ｌ

０
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＂
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　 １２∫
Ｌ

０
（ｐＴＮ′ＴＮ′ｐ）（Ａ１１Ｎ
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＂Ｔ
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其中
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Ｎ

ｋ＝１
Ｑ（ｋ）１１（ｙｋ－ｙｋ－１）

Ｂ１１ ＝ｂ∫
ｈ
２

－ｈ２
Ｑ（ｋ）１１ｙｄｙ＝

ｂ
２∑

Ｎ

ｋ＝１
Ｑ（ｋ）１１（ｙ

２
ｋ－ｙ

２
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３
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３
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Ｎ

ｋ＝１
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ｈ
２
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ｋ＝１
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２
ｋ－ｙ

２
ｋ－１） （１７）

２　柔性多体系统的动力学方程

设柔性多体系统是由 Ｎ个梁组成的系统，动

力学变分方程为∑
Ｎ

ｉ＝１
（δＷ（ｉ）＋δＷ（ｉ）ｅ ）＝０，即

∑
Ｎ

ｉ＝１
δｑ（ｉ）Ｔ（Ｑ（ｉ）ｉ ＋Ｑ

（ｉ）
ｆ ＋Ｑ

（ｉ）
Ｔ ＋Ｑ

（ｉ）
ｅ －Ｍ

（ｉ）ｑ̈（ｉ））＝

　δｑＴ（Ｑ－Ｍｑ̈）＝０ （１８）
其中，ｑ＝［ｑ（１）Ｔ…ｑ（Ｎ）Ｔ］为系统的广义坐标阵，广义
质量和广义力阵为

Ｍ＝

Ｍ（１）　　
　　

　　Ｍ（Ｎ









）
，

Ｑ＝

Ｑ（１）ｉ ＋Ｑ
（１）
ｆ ＋Ｑ

（１）
Ｔ ＋Ｑ

（１）
ｅ

　　　　　

Ｑ（Ｎ）ｉ ＋Ｑ（Ｎ）ｆ ＋Ｑ（Ｎ）Ｔ ＋Ｑ（Ｎ）









ｅ

（１９）

设柔性多体系统的约束方程为，系统封闭的动

力学方程为

Ｍ ΦＴｑ
Φｑ[ ]０ ｑ̈[ ]λ ＝

　　　　Ｑ
－（Φｑｑ）ｑｑ－２Φｑｔｑ－Φ[ ]

ｔｔ

（２０）
其中，Φｑ为雅可比阵，λ为拉格朗日乘子列阵．

３　曲柄滑块机构的数值仿真

曲柄滑块机构如图２所示．曲柄角速度的变

化规律为

ω＝
π
ｔｓ
（ｔ－

ｔｓ
２π
ｓｉｎ２πｔｓ

） ｒａｄ／ｓ， ｔ≤ｔｓ

π ｒａｄ／ｓ， ｔ＞ｔ{
ｓ

（２１）

其中，ｔｓ＝０．２ｓ．环境温度变化规律为

ΔＴ＝
ΔＴｍｔ
ｔｍ

（２２）

其中，ｔｍ＝１ｓ．
曲柄和连杆均为复合材料的矩形梁，长度分别

为１ｍ和２ｍ，横截面的宽和高均为 ｂ＝ｈ＝０．０２ｍ．
曲柄和连杆的材料特性相同，体密度均为 ρ＝
２７５０ｋｇ／ｍ３，各方向的弹性模量均为 Ｅ１＝１４．５×

１０１０Ｎ／ｍ２，Ｅ２＝０．９６×１０
１０Ｎ／ｍ２，Ｇ１２＝０．４１×１０

１０

Ｎ／ｍ２，泊松比均为 γ１２＝０．３，γ２１＝０．０２，热膨胀系

数均为α１＝０．３×１０
－６１／Ｋ，α２＝２８．１１×１０

－６１／Ｋ．

图２　复合材料柔性多体系

Ｆｉｇ．２　Ｆｌｅｘｉｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｍａｄｅｏｆ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｍａｔｅｒｉａｌ

图３　温度变化对非对称复合材料梁中点挠度的影响

Ｆｉｇ．３　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｏｎｔｈｅｍｉｄｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅｎｏｎｓｙｍｍｅｔｒｉｃｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

图３为考虑和不计温度变化时非对称复合材
料梁中点挠度的时变规律，其中和分别表示曲柄和

１１
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连杆的中点挠度．可以看出，当 ΔＴｍ＝２０Ｋ时，非对
称复合材料梁各层热膨胀系数和弹性模量不同引

起附加弯曲变形，使梁中点的弯曲挠度随时间变化

逐渐递增．图４为考虑和不计温度变化时对称复合
材料梁中点挠度的时变规律．可以看出，当 ΔＴｍ＝
２０Ｋ时，由于复合材料梁ｙ≤０和 ｙ≥０部分的各层
热膨胀系数和弹性模量不同引起的弯曲变形相互

抵消，因此温度变化对上下对称的复合材料梁中点

挠度没有影响．

图４　温度变化对上下对称复合材料梁中点挠度的影响

Ｆｉｇ．４　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｏｎｔｈｅｍｉｄｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

图５　各层纤维角的差异对复合材料梁中点挠度的影响

Ｆｉｇ．５　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｆｉｂｅｒｌａｙｅｒａｎｇｌｅ

ｏｎｔｈｅｍｉｄｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍ

图５为各层纤维角分布不同的情况下复合材
料梁中点挠度的时变曲线．设θ＝π／４，上下对称的

复合材料梁的纤维角的分布为 ０／０／０／０，０／θ／θ／０
和θ／θ／θ／θ，可以看出，对于上下对称的复合材料
梁，挠度曲线在加速阶段为对称曲线，在恒速阶段

微幅振动，而纤维角θ的差异只影响加速阶段（ｔ≤
ｔｓ）的最大挠度和恒速阶段（ｔ＞ｔｓ）的振动频率；而
对于非对称的复合材料梁，设纤维角的分布为０／

θ／θ／２θ，动力学特性出现明显的差异，由于各层弹
性模量的差异，离心力引起附加弯曲变形，在加速

阶段和恒速阶段，挠度曲线的特性与上下对称的复

合材料梁的差异显著．由此可见，非对称的复合材
料梁在离心力或者热载荷的作用下会产生附加弯

曲变形，影响柔性梁的振动特性，需要引起重视．

４　结论

本文用几何非线性模型建立了考虑热效应的

复合材料平面梁的动力学变分方程，在此基础上建

立了复合材料多体系统的动力学方程，通过对曲柄

滑块机构的数值仿真得到了以下结论：
１．对于纤维角分布非对称的复合材料平面梁，

温度变化引起的附加弯曲变形影响柔性多体系统

振动特性；而对于纤维角分布对称的复合材料平面

梁，温度变化对振动特性的影响可以不计．
２．对于作旋转运动的纤维角分布非对称的复

合材料多体系统，离心力也会引起梁的附加弯曲变

形，表现在加速和恒速阶段挠度曲线变化的无规律

性；而对于纤维角分布对称的复合材料平面梁，纤

维角的差异只影响加速阶段的最大挠度和恒速阶

段的振动频率，但不影响挠度曲线变化的规律性．
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