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变流速输液管的周期和混沌振动

席红敏　张伟　姚明辉
（北京工业大学机电学院，北京　１０００２２）

摘要　研究了参数激励和外激励联合作用下输流管道的非线性振动问题．只考虑管道变形的几何非线性因

素，利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理得到单侧受简谐均布载荷作用下输液管的非线性动力学方程，对系统运动偏微分方

程综合运用多尺度法和Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散方法，得到了主参数共振１／２亚谐共振和１：２内共振情况下的平均方

程．数值模拟结果表明参数激励和外激励联合作用下的悬臂输液管呈现周期运动、多倍周期运动和混沌运

动的变化规律．
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引 言

输液管道在众多工业领域内具有广泛的应用，

关于液体流动引起输液管振动的研究有着广阔的

工程应用背景，它的研究成果可以直接应用于航空

航天工程、核工业、海底输油管道工程、动力工程、

生物工程等领域．众所周知，管道系统工作过程中
不可避免的会由于扰动而产生非定常流动，从而引

起管道振动，而较长输液管道由于柔性的影响，易

发生较大振幅的振动，需要用非线性动力学的理论

来进行研究，近年来，输液管系统非线性振动问题

已引起越来越多的关注，逐渐成为非线性动力学领

域研究的热点［１３］．
１９９４年，Ｓｅｍｅｌｅｒ等人［４］研究了小阻尼对悬臂

输液管的动力稳定性的影响，并得出不同坐标的相

位角是影响系统稳定性的重要原因．１９９６年，
Ｓｅｍｅｌｅｒ等人［５］研究了流速具有谐波增量项的竖直

悬臂输液管参数激励下的动力学响应．１９９７年，金
基铎等人［６，７］对具有弹性约束的悬臂输液管的颤

振和混沌运动进行了分析，发现当流速较大、支承

刚度很小时，管道可能发生颤振而动态失稳，混沌

运动可能发生，混沌区域随着刚度值增大而逐渐变

窄．１９９８年，Ｐａｉｄｏｕｓｓｉｓ和Ｓｅｍｌｅｒ［８］对自由端带质量
块的竖直悬臂输液管的非线性动力学特性分别进

行了理论分析和实验研究．１９９８年，Ｐａｉｄｏｕｓｓｉｓ［９］将
其对各类输液管道振动的非线性动力学问题的研

究成果整理成文，出版了《ＦｌｕｉｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅＩｎｔｅｒａｃ
ｔｉｏｎｓ（ＳｌｅｎｄｅｒＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓａｎｄＡｘｉａｌＦｌｏｗ），ＶＯＬ１》．
２０００年，徐鉴和黄玉盈［１０，１１］研究了自由端带喷嘴

的悬臂梁的动力特性，得到分别与线性刚度、喷嘴

参数和流速相关的三个临界值．２００２年，张立翔和
黄文虎［１２］将弱约束输液管道非定常液流固耦合运

动按波流振动系统建模成由 ４个非线性微分方
程组成的分析模型，研究系统在多种耦合状态下具

有的运动稳定特性．２００３年，金基铎和邹光胜［１３］进

一步研究了带有弹性约束的变流速悬臂输液管局

部分叉，并将分析结果与数值计算结果进行了比

较．２００４年，Ｓａｒｋａｒ和 Ｐａｉｄｏｕｓｓｉｓ［１４］研究比较了自
由端有质量块的竖直悬臂输液管与悬臂梁的固有

模态．２００４年，王琳和倪樵［１５］把微分求积法应用到

输液管道的非线性动力学分析．２００６年，王琳等
人［１６］研究了考虑内流压力时输流曲管的混沌运

动．２００７年，包日东和闻邦椿［１７］分析了两端扭转弹

簧约束下简支输流管的非线性动力学．
研究了参数激励和外激励联合作用下的输流管

道的非线性振动问题．仅考虑管道变形的几何非线
性因素，不考虑管道材料的本构非线性因素，建立了

单侧受简谐均布载荷作用的脉动流输液管竖直悬臂

梁的动力学控制方程，综合运用多尺度法和Ｇａｌｅｒｋｉｎ
离散方法，研究了该系统的周期和混沌振动．

１　悬臂输液管的运动控制方程

根据文献［１］，建立了脉动流作用下，单侧受简
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谐均布载荷作用的竖直悬臂输液管道的非线性运

动方程，具体模型如图１所示．

图１　竖直悬臂ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ型输液管模型

Ｆｉｇ．１　Ｆｌｕｉｄｃｏｎｖｅｒｙｉｎｇｐｉｐｅｓ

ｍｏｄｅｌｏｆｈａｎｇｉｎｇＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

在该模型中，我们作了如下假设：管道内为不

可压缩流体；管道平面运动大变形；忽略管道的旋

转和剪切；且对于悬臂梁模型，假设轴向无伸长．
并引入沿中线 ｓ的曲线坐标系（ｓ，ｔ），如图２

所示．

图２　曲线坐标系下的输液管模型

Ｆｉｇ．２　Ｆｌｕｉｄｃｏｎｖｅｙｉｎｇｐｉｐｅｓｍｏｄｅｌｉｎｃｕｒｖｉｌｉｎｅａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，可以得到系统的运动控
制方程如下

　（ｍ＋Ｍ）̈ｙ＋２ＭＵｙ′（１＋ｙ′２）＋（ｍ＋Ｍ）ｇｙ′（１＋
１
２ｙ

′２）＋ｙ＂［ＭＵ２（１＋ｙ′２）＋（ＭＵ· －（ｍ＋

Ｍ）ｇ）（Ｌｓ）（１＋１２ｙ
′２）］＋ＥＩ（ｙ＂＂＋４ｙ′ｙ＂ｙ＋

ｙ＂３＋ｙ＂＂ｙ′２）ｙ＂［∫
Ｌ

ｓ∫
ｓ

０
（ｍ＋Ｍ）（ｙ′２＋ｙ′ｙ̈′）ｄｓｄｓ＋

∫
Ｌ

ｓ
（
１
２ＭＵ

·ｙ′２＋２ＭＵｙ′ｙ′＋ＭＵ２ｙ′ｙ＂）ｄｓ］＋

ｙ′∫
ｓ

０
（ｍ＋Ｍ）（ｙ′２＋ｙ′ｙ̈′）ｄｓ＋ｆ＝０ （１）

其中，ｍ为单位长度的管道质量，Ｍ为单位长度流
体质量，Ｕ为管内流体的流速，Ｅ为管道材料的弹
性模量，Ｉ为管道截面惯性矩，ｙ为管道横向位移，
“′”表示对坐标的导数，变量上方的“·”代表对时
间的导数．

令

ξ＝ｓＬ，η＝
ｙ
Ｌ，τ＝

ＥＩ( )ｍ＋Ｍ
１／２ｔ
Ｌ２
，

Ｕ ＝ Ｍ( )ＥＩ
１／２

ＵＬ，γ＝ｍ＋ＭＥＩＬ
３ｇ，

β＝ ｍ
ｍ＋Ｍ，ｆ

 ＝Ｌ
３

ＥＩｆ． （２）

将式（２）代入方程（１）中，为了书写方便，去掉

号，得到无量纲方程如下

　η＂＂ ＋η̈＋２Ｕ槡βη
′（１＋η′２）＋η＂［Ｕ２（１＋η′２）＋

（Ｕ·槡β－γ）（１－ξ）（１＋
３
２η

′２）］＋γη′（１＋

１
２η

′２）＋η＂＂η′２＋４η′η＂η＋η＂３η＂［∫
１

ξ∫
ξ

０
（η′２＋

η′̈η′）ｄξｄξ＋∫
１

ξ
（
１
２Ｕ
·

槡βη
′２＋２Ｕ槡βη

′η′＋

Ｕ２η′η＂）ｄξ］＋η′′∫
ξ

０
（η′２＋η′̈η′）ｄξ＋ｆ＝０ （３）

２　摄动分析和Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散

引入质量、陀螺和线性刚度算子

Ｍ＝Ｉ，Ｇ＝２Ｕ０槡β

ｘ
，

Ｋ＝［Ｕ２０－γ（１－ξ）］

ｘ２
＋γｘ

＋
ｘ４

（４）

在该系统中，我们考虑管道内为变流速流体 Ｕ
＝Ｕ０＋Ｕ１ｃｏｓΩ１ｔ，外载荷 ｆ是简谐载荷 ｆ＝ｆ０＋
ｆ１ｃｏｓΩ２ｔ．为了进行摄动分析，引入如下变换

Ｕ→Ｕ０＋εＵ１ｃｏｓΩ１ｔ，ｆ→εｆ，Ｎ（η）→εＮ（η）（５）
忽略因引入Ｕ→Ｕ０＋εＵ１ｃｏｓΩ１ｔ后所出现的四

次及以上非线性项，并去掉无量纲的号，于是方
程（３）可以写作
　 Ｍη̈＋Ｇη＋Ｋη＝εＦ（η）－εＮ（η）－

２εＵ１槡βη
′ｃｏｓΩ１ｔ－２εη

＂Ｕ０Ｕ１ｃｏｓΩ１ｔ－

εη＂Ω１Ｕ１槡β（１－ξ）ｓｉｎΩ１ｔ （６）

４４２
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其中

Ｆ（η）＝－ｆ０－ｆ１ｃｏｓΩ２ｔ （７）

Ｎ（η）＝２Ｕ０槡βη
′η′２＋η＂η′２［Ｕ２０－

　 ３２γ（１－ξ）］＋
１
２γη

′３＋η＂＂η′２＋

　４η′η＂η＋η＂３－η＂∫
１

ξ∫
ξ

０
（η′２＋

　η′̈η′）ｄξｄξ－η＂∫
１

ξ
（２Ｕ０槡βη

′η′＋

　Ｕ２０η
′η＂）ｄξ＋η′∫

ξ

０
（η′２＋η′̈η′）ｄξ （８）

对方程（６）运用多尺度方法［１８］进行摄动分析，

设一致渐近解的形式为

η（ｔ，ε）＝η０（Ｔ０，Ｔ１）＋εη１（Ｔ０，Ｔ１） （９）
其中Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ．

将（９）式代入方程（６）中，比较方程两端 ε次
幂的系数，得到

　ε０：ＭＤ２０η０＋Ｇ（Ｄ０η０）＋Ｋη０＝０ （１０）

　ε１：ＭＤ２０η１＋ＧＤ０η１＋Ｋη１ ＝－ｆ０－ｆ１ｃｏｓΩ２ｔ－

２Ｕ０槡β
２η０
Ｔ０Ｘ

η０
( )Ｘ

２

－
２η０
Ｘ２

η０
( )Ｘ

２

×

Ｕ２０－
３
２γ（１－ξ( )）－１２γη０( )Ｘ

３

－

［
４η０
Ｘ４

η０
( )Ｘ

２

＋４
η０
Ｘ
２η０
Ｘ２

３η０
Ｘ３

＋ ２η０
Ｘ( )２

３

］＋

２η０
Ｘ２
［∫
１

ξ∫
ξ

０
（
２η０
Ｔ０

( )Ｘ
２

＋
η０
Ｘ

３η０
Ｔ２０Ｘ

）ｄξｄξ＋

∫
ξ

０
（２Ｕ０槡β

η０
Ｘ

２η０
Ｔ０Ｘ

＋Ｕ２０
η０
Ｘ
２η０
Ｘ２
）ｄξ］－

η０
Ｘ∫

ξ

０
（
２η０
Ｔ０Ｘ

＋
η０
Ｘ

３η０
Ｔ２０Ｘ

）ｄξ－

２Ｕ１槡β
２η０
Ｔ０Ｘ

ｃｏｓΩ１ｔ－
２η０
Ｘ２
［２Ｕ０Ｕ１ｃｏｓΩ１ｔ－

Ω１Ｕ１槡β（１－ξ）ｓｉｎΩ１ｔ］－２ＭＤ０Ｄ１η０－ＧＤ１η０
（１１）

引进模态函数，对系统进行二阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ离
散，方程（１０）的通解可用复数形式表示为

η（Ｔ０，Ｔ１，ｘ）＝φ１（ｘ）Ａ１（Ｔ１）ｅ
ｉω１Ｔ０＋

　φ２（ｘ）Ａ２（Ｔ１）ｅ
ｉω２Ｔ０＋ｃｃ （１２）

这里ｃｃ是前一项的复共轭．
式（１２）中φ（ｊ＝１，２）为悬臂梁的模态函数，

用它近似代替相同边界条件下输流管道的模态函

数，则有

φｊ（ξ）＝ｃｏｓｈ（βｊｘ）－ｃｏｓ（βｊｘ）－
　λｊ［ｓｉｎｈ（βｊｘ）－ｓｉｎ（βｊｘ）］ （１３）

其中

λｊ＝
ｓｉｎｈ（βｊ）－ｓｉｎ（βｊ）
ｃｏｓｈ（βｊ）－ｃｏｓ（βｊ）

，β１＝１．８７５，β２＝４．６９４

考虑１：２内共振和主参数共振的情形

ω１＝
１
２Ω１＋εσ１，ω２＝Ω１＋εσ２，Ω１＝Ω２ （１４）

这里σ１和σ２是两个谐调参数．
将（１３）和（１４）式代入方程（１１），得到

ＭＤ２０η１＋ＧＤ０η１＋Ｋη１＝Γ１ｅ
ｉＴ０（

１
２Ω１＋εσ１）＋

　Γ２ｅ
ｉＴ０（Ω１＋εσ２）ｆ１ｅ

ｉＴ０Ω１＋［１２ｉＵ１槡βＡ１２Ω１（φ
′
１－

　φ＂１－ξφ
＂
１）－Ｕ０Ｕ１Ａ１２φ

＂
１］ｅ

ｉＴ０（
１
２Ω１－εσ１）＋

　ｃｃ＋ＮＳＴ （１５）
这里ＮＳＴ代表不产生长期项的所有项，并且有

Γ１＝ｉΩＡ
２
１１Ａ１２Ｕ０槡βｍ１＋２ｉΩＡ１１Ａ２１Ａ２２Ｕ０槡βｍ２＋

　Ａ２１１Ａ１２（３Ｕ
２
０ｍ３－γｍ４－３ｍ５＋

３
４Ω

２ｍ６）＋

　Ａ１１Ａ２１Ａ２２（Ｕ
２
０ｍ７－γｍ８＋ｍ９＋Ω

２ｍ１０）－

　ｉΩ１Ａ
·

１１Ｍφ１－Ａ
·

１１Ｇφ１ （１６ａ）

Γ２＝ｉΩＡ
２
２１Ａ２２Ｕ０槡βｎ１＋４ｉΩＡ１１Ａ１２Ａ２１Ｕ０槡βｎ２＋

　Ａ２２１Ａ２２（３Ｕ
２
０ｎ３－γｎ４－３ｎ５＋３Ω

２ｎ６）＋

　Ａ１１Ａ１２Ａ２１（Ｕ
２
０ｎ７－γｎ８＋ｎ９＋Ω

２ｎ１０）－

　２ｉΩ１Ａ
·

２１Ｍφ２－Ａ
·

２１Ｇφ２ （１６ｂ）
当非齐次方程（１５）满足可解性条件时，方程

（１５）有解．因此，可解性条件要求方程（１５）的右端
与其对应的齐次伴随方程的解正交，所以有

∫
１

０
（Γ１（Ｔ１，ｘ）＋（

１
２ｉＵ１槡βＡ１２Ω１（φ

′
１－φ

＂
１－

　ξφ＂１）－Ｕ０Ｕ１Ａ１２φ
＂
１）ｅ

－２ｉσ１Ｔ１）珔φ１ｄｘ＝０（１７ａ）

∫
１

０
（Γ１（Ｔ１，ｘ）－ｆ１ｅ

－ｉσ２Ｔ１）珔φ２ｄｘ＝０ （１７ｂ）

令

Ａ１（Ｔ１）＝［ｘ１（Ｔ１）－ｉｘ２（Ｔ１）］ｅ
－ｉ（ｏ１Ｔ１－２ｍπ），

Ａ２（Ｔ１）＝［ｘ３（Ｔ１）－ｉｘ４（Ｔ１）］ｅ
－ｉ（ｏ２Ｔ１－２ｎπ） （１８）

将（１８）式代入方程（１７），经过化简，并分离实
部和虚部，可以得到系统的平均方程如下，

ｘ１＝Ｕ１槡βΩｐ１１ｘ１－μｘ１－Ｕ０Ｕ１ｐ１２ｘ２－σ１ｘ２＋

　Ｕ０槡βｐ１ｘ１（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋２Ｕ０槡βｐ２ｘ１（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）－

　（３Ｕ２０ｐ３－γｐ４－３ｐ５＋
３
４Ω

２ｐ６）ｘ２（ｘ
２
１＋ｘ

２
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３＋ｘ

２
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２
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２
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ｘ４＝－ｆ１－μｘ４＋σ２ｘ３－Ｕ０槡βΩｑ１ｘ４（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）－

　４Ｕ０槡βΩｑ２ｘ４（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋（３Ｕ
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３　数值模拟

利用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法对所得到的平均方程
（１９）进行数值模拟．通过相图和波形图可以反映
系统的非线性动力学行为．系统所选取的参数和初
值分别为：Ｌ＝３０ｍ，ρ１＝７８５０ｋｇ／ｍ

３，ρ２＝１０００ｋｇ／

ｍ３，Ｅ＝２００×１０９，ｄ＝１５×１０－３ｍ，δ＝２．５×１０－３ｍ，
ｆ１＝１Ｎ／ｍ，Ω＝２π×５０，σ１＝１２．１，σ２＝９．８，μ＝０．
０２，ｘ１０＝０．０２３３，ｘ２０＝０．０７５３，ｘ３０＝０．０３２５，ｘ４０＝－
０．０６６３，Ｕ０：Ｕ１为５：１．只改变管内流速，当管内流
速为１７ｍ／ｓ时，系统的响应为单倍周期运动，如图
３所示，其中图３（ａ）为（ｘ１，ｘ２）平面相图，图３（ｂ）
为（ｘ３，ｘ４）平面相图，图３（ｃ）为三维相图，图３（ｄ）
和图３（ｅ）为波形图，图３（ｆ）为频谱图．

图３　单倍周期运动

Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｉｏｄ１ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｌｕｉｄｃｏｎｖｅｙｉｎｇｐｉｐｅ

图４表明当管内流速为２７．５ｍ／ｓ时，系统发生
多倍周期运动．当流速增大到３０ｍ／ｓ时，系统由多

倍周期运动演化为混沌运动，如图５所示．

图４　多倍周期运动

Ｆｉｇ．４　Ｐｅｒｉｏｄｉｃｎｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｌｕｉｄｃｏｎｖｅｙｉｎｇｐｉｐｅ

图５　混沌运动

Ｆｉｇ．５　Ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｌｕｉｄｃｏｎｖｅｙｉｎｇｐｉｐｅ

当流速增大至３１．５ｍ／ｓ时，系统又回到多倍周
期运动，如图６所示．

图６　多倍周期运动

Ｆｉｇ．６　Ｐｅｒｉｏｄｉｃｎｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｌｕｉｄｃｏｎｖｅｙｉｎｇｐｉｐｅ

图７表明流速增加到３４ｍ／ｓ时，系统又由多倍
周期运动演化为混沌运动．

从前面的数值结果和图８可以看出，在图３至
图７中，所取流速值情况下系统的响应与图８所示
的分叉图可以很好的吻合．根据上述数值模拟结
果，并结合图８所示以流速 Ｕ０为控制参数的分叉
图（作图时选取ｘ１＝０时ｘ１的对应值），可以发现，
随着管道流速的增加，系统通过倍周期分叉进入混

沌运动区域，之后系统出现一段周期窗口，然后又

６４２
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进入混沌运动区域．

图７　混沌运动

Ｆｉｇ．７　Ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｌｕｉｄｃｏｎｖｅｙｉｎｇｐｉｐｅ

图８　分叉图

Ｆｉｇ．８　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｆｌｕｉｄｃｏｎｖｅｙｉｎｇｐｉｐｅ

４　结论

本文在考虑管道变形的几何非线性情况下，建

立了竖直悬臂输液管道在脉动流和外激励共同作

用下的非线性动力学控制方程，综合应用多尺度法

和Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散方法对系统在１：２内共振和主参
数共振情况下的动力学响应进行了分析．数值模拟
发现参数激励和外激励共同作用下的悬臂输液管

道存在周期和混沌运动．当系统其它参数固定不
变，只改变管内流体速度及管内流体脉动项时，系

统呈现出由周期运动→多倍周期运动→混沌运动

→多倍周期运动→周期运动的变化规律．可以通过
改变流速及脉动项来控制输液管道的非线性动力

学响应，使得系统从不稳定运动状态进入稳定运动

状态．该研究为实际工程提供了理论依据．
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