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蜂窝夹层板的非线性动力学研究

孙佳　张伟　陈丽华　姚明辉
（北京工业大学机电学院，北京　１０００２２）

摘要　研究了正六角形蜂窝夹层板的非线性动力学问题．考虑高阶横向剪切变形和横向阻尼的影响，建立

了面内激励和横向外激励联合作用下的四边简支蜂窝夹层板的非线性偏微分运动控制方程．综合运用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和数值方法，模拟不同激励作用下的混沌运动，得到二维相图、二维波形图和频谱图．研究结果

表明：随着激励的增加，系统会重复呈现周期运动、混沌运动、周期运动的变化规律．

关键词　蜂窝夹层板，　高阶剪切效应，　非线性动力学，　混沌

引 言

蜂窝结构起源于仿生学，１９３８年 Ｂｒｕｙｎｅ博士
在英国的剑桥申请了一项专利，用铝泊制成了六角

型铝蜂窝芯．蜂窝结构具有低密度、高比刚度、高比
强度、压缩应变大、有良好的能量吸收特性，因此在

航空航天领域广泛应用．五、六十年代，高性能的蜂
窝制造技术已经成熟，蜂窝结构被普遍地应用于飞

机、航空以及宇航工业．铝合金蜂窝复合材料被大
量用于制造各种飞机部件，提高了飞机的性能，为

航空航天技术的发展做出了巨大的贡献，可以说，

它是随着航空航天科技的特殊需要而发展起来的

一种超轻型的结构［１］．

图１　蜂窝夹层板的结构

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅｓ

在航空航天领域里应用的蜂窝结构大多可以

简化成蜂窝夹层板结构．蜂窝夹层板是一种复合层
合结构，它由上下较薄的蒙皮层和中间一个较厚的

蜂窝芯通过粘结、压制而构成的，如图１所示．
对于复合层合结构非线性动力学的研究，早在

１９１０年，ｖｏｎＫａｒｍａｎ发表了平板大挠度非线性方
程，奠定了各向同性薄板非线性分析的基础［２］．
１９８４年，Ｒｅｄｄｙ［３］提出了一种高阶剪切变形板理
论，从而可以很好的描述沿厚度方向剪切变形的变

化．同年，他又将此理论推广到包含几何非线性的
复合材料层合板中．早期对蜂窝夹层板的研究成果
主要集中在对蜂窝芯体力学性能的理论和实验方

面的研究．１９８２年，Ｇｉｂｓｏｎ等人［４］对蜂窝芯层静力

学行为做了大量研究，给出了均匀壁厚蜂窝芯杨氏

模量、剪切模量与蜂窝芯几何尺寸之间的计算公

式．１９９１年，王颖坚［５］指出Ｇｉｂｓｏｎ等人提出的面内
剪力作用下的蜂窝结构变形模式不满足平衡条件，

并在Ｇｉｂｓｏｎ的基础上修正了面内剪切模量公式．
１９９５年，Ｌｉｍ等人［６，７］研究了不同边界条件对蜂窝

夹层板固有频率的影响．２００１年，Ｚｈａｎｇ等人［８，９］

分别研究了面内激励作用下四边简支矩形板以及

面内激励和横向外激励联合作用下四边简支矩形

板的非线性动力学．２００５年，Ｙｅ等人［１０］利用全局

摄动法研究了复合材料层合板的非线性动力学．同
年，鲍四元和邓子辰［１１］应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理研究了
矩形薄板自由振动特性．２００８年，Ｈａｏ等人［１２］研究

了面内激励和横向外激励联合作用下四边简支矩

形功能梯度板的非线性动力学行为．
从已有的文献来看，研究蜂窝夹层板的非线性

动力学相对较少，一方面是因为建立蜂窝夹层板的
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运动方程是一个难点，另外一方面是蜂窝夹层板的

运动方程非常复杂，是互相耦合的非线性偏微分方

程组，这样就给后面的理论分析带来许多困难．由于
航空航天中发生的振动都是大挠度、大变形的非线

性振动，因此不能应用线性理论描述结构的大变形．
非线性的大振幅振动可以引起飞机机翼损坏，卫星

星体的大挠度振动可能引起卫星系统的内能耗散，

最后引起卫星姿态失稳而翻滚．所以，用非线性理论
研究蜂窝夹层板结构，具有重要的理论和实际意义．

以面内激励和横向外激励联合作用下的四边

简支蜂窝夹层板为研究对象．考虑高阶横向剪切变
形和横向阻尼对系统的影响，综合运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
法和数值方法研究了蜂窝夹层板的非线性动力学

行为．
文献［８－１０］和文献［１２］中所研究的内容是

四边简支均质板、复合材料板以及功能梯度板在某

种特定共振关系情况下板类结构的非线性动力学．
学者们首先建立板类结构的运动控制方程，运用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对其非线性偏微运动控制方程进行
截断，得到多自由度常微分方程，再利用多尺度方

法得到平均方程，在平均方程基础之上应用全局摄

动法和数值模拟进行混沌动力学的研究．而在本文
中，研究蜂窝夹层板的非线性动力学所采用的本构

关系是Ｇｉｂｓｏｎ公式［４］，我们对四边简支蜂窝夹层

板离散后的常微分方程进行研究，在实际工程应用

背景的基础之上选取参数进行数值模拟系统的混

沌动力学，因此，本文的研究成果为蜂窝夹层板在

航空航天领域的应用提供重要的理论依据．

１　蜂窝夹层板的动力学模型

蜂窝夹层板的力学模型如图２所示，此模型为
四边简支条件下蜂窝夹层板同时受到 ｘ方向的面
内载荷与横向面外载荷联合作用，夹层板在振动过

程中考虑横向阻尼的影响．夹层板的长、宽、高分别
为ａ、ｂ、Ｈ，直角坐标Ｏｘｙ位于层合板的中性面内，ｚ
轴向下，设板内任一点沿 ｘ、ｙ和 ｚ方向的位移分别
为ｕ、ｖ和 ｗ，沿着 ｘ方向作用的面内载荷为 ｐ＝ｐ０
－ｐ１ｃｏｓΩ２ｔ，横向载荷为 ｆ＝Ｆ（ｘ，ｙ）ｃｏｓΩ１ｔ．蜂窝夹
层板分为三层，上下蒙皮是完全相同的各向同性材

料，蒙皮层厚度为 ｈｆ．中间由正六角形蜂窝芯层隔
开，蜂窝芯轴向为坐标ｚ方向，蜂窝芯厚度为ｈｃ．由

Ｇｉｂｓｏｎ经典理论［４］可知，正六边形蜂窝芯层为面内

各向同性材料．假设蒙皮与蜂窝芯结合紧密，不会
脱开，并且粘结层很薄，其本身不发生变形，即各层

板之间变形连续．这里采用Ｒｅｄｄｙ的三阶剪切变形
理论［３］建立蜂窝夹层板的非线性动力学方程．

图２　受横向与Ｘ方向的面内载荷联合作用下的蜂窝夹层板模型
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由Ｒｅｄｄｙ的三阶剪切变形板理论可知，板的位
移场为
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其中ｕ０、ｖ０、ｗ０为中性面（ｚ＝０）上的位移，ｘ、ｙ为
中性面法线相对于ｘ、ｙ轴的转角．

应变与位移的关系即几何关系采用非线性形式
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对于蜂窝夹层板蜂窝芯层采用 Ｇｉｂｓｏｎ经典理
论［４］给出的本构关系和王颖坚［５］给出的修正后剪

切模量计算公式
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其中Ｅｘｘｃ、Ｅｙｙｃ、Ｇｘｚｃ、Ｇｙｚｃ、Ｇｘｙｃ、ρ为蜂窝芯的模量、密
度，Ｅｓ、Ｇｓ、ρｓ为蜂窝芯构成材料的模量、密度，ｄ为
正六角形蜂窝壁厚，ｌ为正六角形边长．

对于各向同性材料，剪切模量、杨氏模量的关

系如下
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根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，把方程表示成广义位移形式
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４ｗ０
ｘ２ｙ２

＋（Ａ５５－２ｃ２Ｄ５５＋ｃ
２
２Ｆ５５）
ｘ
ｘ
－ｃ２１Ｈ２２

４ｗ０
ｙ４
＋

ｃ１（Ｆ１１ｃ１Ｈ１１）
３ｘ
ｘ３
＋ｃ１（Ｆ２１＋２Ｆ６６ｃ１Ｈ２１２ｃ１Ｈ６６）×

３ｘ
ｘｙ２

＋（Ａ４４－２ｃ２Ｄ４４＋ｃ
２
２Ｆ４４）
ｙ
ｙ
＋ｃ１（Ｆ１２２Ｆ６６－

ｃ１Ｈ１２－２ｃ１Ｈ６６）
３ｙ
ｘ２ｙ

＋ｃ１（Ｆ２２－ｃ１Ｈ２２）
３ｙ
ｙ３
＋

ＦｃｏｓΩ１ｔ－γｗ０＝Ｉ０̈ｗ０－ｃ
２
１Ｉ６
２ｗ̈０
ｘ２
＋
２ｗ̈０
ｙ( )２ ＋

ｃ１Ｉ３
̈ｕ０
ｘ
＋
̈ｖ０
( )ｙ＋ｃ１Ｊ４ 

¨
ｘ

ｘ
＋
¨ｙ
( )ｙ （７ｃ）

　（Ｄ１１２Ｆ１１ｃ１＋Ｈ１１ｃ
２
１）
２ｘ
ｘ２
＋（Ｄ６６－２Ｆ６６ｃ１＋

Ｈ６６ｃ
２
１）
２ｘ
ｙ２
ｃ１（Ｆ１１Ｈ１１ｃ１）

３ｗ０
ｘ３
（Ｆ５５ｃ

２
２２Ｄ５５ｃ２＋

Ａ５５）
ｗ０
ｘ
＋（Ｄ１２＋Ｄ６６＋Ｈ６６ｃ

２
１２Ｆ６６ｃ１＋Ｈ１２ｃ

２
１

２Ｆ１２ｃ１）
２ｙ
ｙｘ
ｃ１（２Ｆ６６＋Ｆ１２２Ｈ６６ｃ１Ｈ１２ｃ１）

３ｗ０
ｙ２ｘ

＋

（２Ｄ５５ｃ２Ａ５５Ｆ５５ｃ
２
２）ｘ＝Ｊ１̈ｕ０＋Ｋ２

¨

ｘｃ１Ｊ４
̈ｗ０
ｘ
（７ｄ）

　 （Ｄ６６２Ｆ６６ｃ１＋Ｈ６６ｃ
２
１）
２ｙ
ｘ２
ｃ１（Ｆ２１＋２Ｆ６６Ｈ２１ｃ１

２Ｈ６６ｃ１）
３ｗ０
ｙｘ２

ｃ１（Ｆ２２Ｈ２２ｃ１）
３ｗ０
ｙ３
＋（Ｈ２１ｃ

２
１＋Ｄ６６＋

Ｄ２１２Ｆ２１ｃ１＋Ｈ６６ｃ
２
１２Ｆ６６ｃ１）

２ｘ
ｙｘ

＋（Ｈ２２ｃ
２
１＋
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Ｄ２２２Ｆ２２ｃ１）
２ｙ
ｙ２
（Ｆ４４ｃ

２
２２Ｄ４４ｃ２＋Ａ４４）

ｗ０
ｙ
＋

（２Ｄ４４ｃ２Ｆ４４ｃ
２
２Ａ４４）ｙ＝Ｊ１ｖ̈０＋Ｋ２

¨

ｙｃ１Ｊ４
̈ｗ０
ｙ
（７ｅ）

其中γ为横向振动阻尼系数，并且

（Ａｉｊ，Ｂｉｊ，Ｄｉｊ，Ｅｉｊ，Ｆｉｊ，Ｈｉｊ）＝∑
３

ｋ＝１
∫ｚｋ＋１ｚｋ Ｑ

ｋ
ｉｊ（１，ｚ，

　ｚ２，ｚ３，ｚ４，ｚ６）ｄｚ，（ｉ，ｊ＝１，２，６） （８ａ）

　（Ａｉｊ，Ｄｉｊ，Ｆｉｊ）＝∑
３

ｋ＝１
∫ｚｋ＋１ｚｋ Ｑ

ｋ
ｉｊ（１，ｚ

２，ｚ４）ｄｚ，（ｉ，ｊ＝４，５）（８ｂ）

Ｉｉ＝∑
３

ｋ＝１
∫ｚｋ＋１ｚｋ ρｋ（ｚ）

ｉｄｚ，（ｉ＝０，１，２，…，６） （８ｃ）

Ｊｉ＝Ｉｉ－ｃ１Ｉｉ＋２，Ｋ２＝Ｉ２－２ｃ１Ｉ４＋ｃ
２
１Ｉ６ （８ｄ）

其中Ｑｋｉｊ为第ｋ层的刚度系数

Ｑ１１＝
Ｅ１

１－ｖ１２ｖ２１
，Ｑ１２＝

ｖ１２Ｅ２
１－ｖ１２ｖ２１

，Ｑ２２＝
Ｅ２

１－ｖ１２ｖ２１
，

Ｑ６６＝Ｇ１２，Ｑ４４＝Ｇ２３，Ｑ５５＝Ｇ１３ （９）
Ａｉｊ，Ｂｉｊ，Ｄｉｊ，Ｅｉｊ，Ｆｉｊ，Ｈｉｊ均为蜂窝夹层板各层刚度矩
阵在厚度方向上积分加和得到，可以很好的反应整

个夹层板的刚度性质．

２　Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散

蜂窝夹层板的四边简支边界条件为

ｕ０（ｘ，０，ｔ）＝０，ｘ（ｘ，０，ｔ）＝０，
ｕ０（ｘ，ｂ，ｔ）＝０，ｘ（ｘ，ｂ，ｔ）＝０ （１０ａ）
ｖ０（０，ｙ，ｔ）＝０，ｙ（０，ｙ，ｔ）＝０，
ｖ０（ａ，ｙ，ｔ）＝０，ｙ（ａ，ｙ，ｔ）＝０ （１０ｂ）
ｗ０（ｘ，０，ｔ）＝０，ｗ０（ｘ，ｂ，ｔ）＝０，
ｗ０（０，ｙ，ｔ）＝０，ｗ０（ａ，ｙ，ｔ）＝０ （１０ｃ）
Ｎｘｘ（０，ｙ，ｔ）＝０，Ｎｘｘ（ａ，ｙ，ｔ）＝０，
Ｎｙｙ（ｘ，０，ｔ）＝０，Ｎｙｙ（ｘ，ｂ，ｔ）＝０ （１０ｄ）
Ｍｘｘ（０，ｙ，ｔ）＝０，Ｍｘｘ（ａ，ｙ，ｔ）＝０，
Ｍｙｙ（ｘ，０，ｔ）＝０，Ｍｙｙ（ｘ，ｂ，ｔ）＝０ （１０ｅ）

根据（１０）式可设模态函数为

ｕ０＝ｕ１ｃｏｓ
πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ，ｖ０＝ｖ１ｓｉｎ

πｘ
ａｃｏｓ

πｙ
ｂ，

ｗ０＝ｗ１ｓｉｎ
πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ，ｘ＝１ｃｏｓ

πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ，

ｙ＝３ｓｉｎ
πｘ
ａｃｏｓ

πｙ
ｂ，Ｆ＝Ｆ１ｓｉｎ

πｘ
ａｓｉｎ

πｙ
ｂ （１１）

把（１１）式代入方程（７）中，并在方程（７）两边
分别乘以相对应的模态函数后在整个板内积分，利

用三角函数的正交性可得

ａ１４ｕ̈１＋ａ１１ｕ１＋ａ１２ｖ１＋ａ１３ｗ
２
１＝０， （１２ａ）

ｂ１４ｖ̈１＋ｂ１１ｕ１＋ｂ１２ｖ１＋ｂ１３ｗ
２
１＝０， （１２ｂ）

ｃ１４ｗ̈１＋ｃ１５
¨
３＋ｃ１３ｗ１＋ｃ１１１＋ｃ１２３＝０，（１２ｃ）

ｄ１４ｗ̈１＋ｄ１５
¨
３＋ｄ１３ｗ１＋ｄ１２１＋ｄ１１３＝０，（１２ｄ）

ｅ１１０ｗ̈１＋ｅ１１１
¨
１＋ｅ１１２

¨
３＋ｅ１９γｗ１＋ｅ１１ｗ１＋ｅ１８（ｐ０

　ｐ１ｃｏｓΩ２ｔ）ｗ１＋ｅ１５１＋ｅ１６３＋ｅ１２ｗ
３
１＋

　ｅ１３ｕ１ｗ１＋ｅ１４ｖ１ｗ１＝ｅ１７Ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ （１２ｅ）
忽略方程（１２ａ）－（１２ｄ）的惯性项，把前四式

代入方程（１２ｅ），引入无量纲变量 珔ｗ１＝ｗ１／Ｈ，对横
向位移ｗ１无量纲化，得到单自由度非线性动力学
方程如下

ｗ̈１＋ｃｗ１－（α１１＋α１３ｐ０）ｗ１＋α１３ｐ１ｃｏｓΩ２ｔｗ１－

　α１２ｗ
３
１＝α１５Ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ （１３）

３　数值模拟

利用二阶变步长Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法对方程（１３）
进行数值模拟．我们选用的蜂窝夹层板长ａ＝１０ｍ，
宽ｂ＝２０ｍ，上下蒙皮层均采用ρ＝２．７×１０３ｋｇ／ｍ２，
Ｅ＝２．１×１０１１Ｐａ，ｖ＝１／３的铝板，蒙皮层厚度 ｈｆ＝
０．００１５ｍ，蜂窝芯材质同样为铝芯，本构关系通过
Ｇｉｂｓｏｎ公式计算得出，正六角形蜂窝芯的壁厚边长
比ｄ／ｌ＝１／１０，蜂窝芯厚度 ｈｃ＝０．０１２ｍ．对应方程
（１２）中的系数分别为 α１１＝－０．１８８０，α１２＝－５８．
６９，α１３＝０．００００１２５０，α１５＝５．６３０．

图３　单倍周期运动

Ｆｉｇ．３　Ｐｅｒｉｏｄ－１ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅｓ

对于上述系统，阻尼取ｃ＝０．０６３ｋｇ／ｓ，参数激励
ｐ和横向外激励ｆ的频率取Ω１＝Ω２＝３１．４Ｈｚ，只改
变参数激励ｐ和横向外激励ｆ的幅值．当参数激励为
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ｐ０＝７．７Ｐａ，ｐ１＝３．５Ｐａ横向外激励Ｆ１＝８．５Ｐａ，系统
出现单倍周期运动，如图３所示，其中（ａ）为ｗ１和ｗ１
的相图，（ｂ）和（ｃ）为波形图，（ｅ）为频谱图．随着参
数激励和横向外激励变大，当 ｐ０＝２００２Ｐａ，ｐ１＝
９１０Ｐａ，Ｆ１＝２２１０Ｐａ时，系统出现二倍周期运动，如图
４所示．当ｐ０＝２１５６Ｐａ，ｐ１＝９８０Ｐａ，Ｆ１＝２３８０Ｐａ时，系
统由二倍周期变成概周期运动，如图５所示．

图４　二倍周期运动

Ｆｉｇ．４　Ｐｅｒｉｏｄ－２ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅｓ

图５　概周期运动

Ｆｉｇ．５　Ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅｓ

继续加大参数激励 ｐ和横向外激励 ｆ，当 ｐ０＝
２３８７Ｐａ，ｐ１＝１０８５Ｐａ，Ｆ１＝２６３５Ｐａ时，系统出现混沌
运动，如图６所示．当ｐ０＝６１６０Ｐａ，ｐ１＝２８００Ｐａ，Ｆ１＝
６８００Ｐａ时，系统由混沌运动变成多倍周期运动，如图
７所示．最后继续加大激励时，当 ｐ０＝７４６９Ｐａ，ｐ１＝
３３９５Ｐａ，Ｆ１＝８２４５Ｐａ时，系统变回二倍周期运动，但
是振幅明显比ｐ０＝２１５６Ｐａ时增大，如图８所示．从以
上结果能明显的看出，改变参数激励ｐ和横向外激
励ｆ的幅值可以显著的改变系统的振动状态．

图６　混沌运动

Ｆｉｇ．６　Ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅｓ

图７　多倍周期运动

Ｆｉｇ．７　Ｐｅｒｉｏｄ－ｎｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅｓ

图８　二倍周期运动

Ｆｉｇ．８　Ｐｅｒｉｏｄ－２ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅｓ

４　结论

利用Ｒｅｄｄｙ的高阶剪切理论和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理
建立了面内激励和横向外激励联合作用下的四边
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简支蜂窝夹层板的非线性偏微运动控制方程，综合

运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和数值方法，模拟实际参数下不
同激励作用的混沌运动，得到二维相图、二维波形

图和频谱图．结果表明随着参数激励和横向外激励
依次增大，蜂窝夹层板的振幅不断变大，运动形式

出现周期运动→概周期运动→混沌运动→周期运
动的变化规律．数值模拟表明，参数激励和横向外
激励是影响系统混沌运动的主要因素．
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