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车辆追踪运行的离散模型与最优控制

潘登　 郑应平
（同济大学电子与信息工程学院，上海　 ２０１８０４）

摘要　 对车辆追踪运行进行控制，是实现车辆安全、快捷运行的重要手段之一．将车辆追踪运行控制问题归
结为“速度差”调节和标准车距跟踪的混合系统进行研究．建立了离散模型，分析了其能控性和能观性，运用
最优控制理论求解其反馈控制律，给出了算法步骤．对具体算例进行了仿真实现．
关键词　 车辆追踪运行，　 离散模型，　 最优控制，　 仿真

引言
车辆追踪运行现象普遍存在于铁路、公路等交

通领域．后车追踪前车运行，必须随着前车的行为
变化调整自身的行为，这种调整不仅体现在速度
上，而且反映出跟驰车距的变化．跟驰车距和跟驰
速度，一定程度上决定了车辆能否安全、快捷地追
踪运行，对其进行控制显然是必要的．目前对车辆
追踪运行研究成果主要集中在跟驰模型、跟驰车距
等方面．跟驰模型主要有Ｐｉｐｅｓ与Ｆｏｒｂｅｓ的跟驰模
型、ＧＭ模型、基于安全车头间隔的模型、基于驾驶
员心理反应的模型、基于期望车头间隔的模型、基
于模糊推理系统的跟驰模型等［１］，在此基础上，
文献［２］用由两物体、弹簧和缓冲器结合而成的机
械动力系统来模拟车辆跟驰行为，进而研究前后车
速度、车间距和加速度等参数之间的互动关系，得
出车辆行为调整至跟驰系统稳定的规律．文献［３］
［４］深入研究了安全跟驰车距与前后车速度、加速
度或驾驶者反应时间的关系，明确了安全跟驰车距
的计算方法和确定依据．文献［５］针对单辆汽车利
用多体分析软件ＡＤＡＭＳ建立１５自由度非线性模
型和ＰＩＤ控制策略，并进行了仿真、优化．在公路交
通领域，追踪运行过程中车辆行为调整目前还主要
依靠驾驶人员的主观判断和采取相应措施来实现，
任何疏忽、判断不准确甚至错误、以及特殊情况下
处理不当等，均会影响到车辆运行的安全性和快速
性．在轨道交通领域，列车追踪运行安全距离目前
还主要靠地面信号机及其分割成的若干闭塞分区

来保证，两种主要速度控制方式均存在一定的不足
之处：阶梯式分级速度控制方式不能满足高密度行
车的需要［６］，速度－距离控制方式在模式曲线选取
上无一定的算法，仅靠若干种模式曲线无法动态
地、准确地反映列车在各种减速情况下的速度—距
离关系．目前，国内外轨道交通领域的研究热点问
题之一“移动闭塞系统及其相关技术”，旨在研究、
开发、完善一种基于精确定位技术（区间不设置地
面信号机）的列车运行安全防护与自动控制系统，
对该环境下的列车追踪运行控制无疑提出了更高
的要求．本文基于以上背景，在既有成果基础上，将
车辆追踪运行控制归结为前后车速度差调节与标
准车距跟踪的混合系统，建立便于计算机控制的离
散模型，进而研究其控制规律．

１　 问题描述
不妨称静止状态和匀速追踪运行状态为稳态，

车辆追踪运行有一种稳态进入到另一种稳态称之为
变速状态．图１为车辆追踪运行线性连续系统模型．

图１　 车辆追踪运行线性连续系统模型
Ｆｉｇ． １　 Ｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｃａｒ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

追踪运行的前、后车质量分别为ｍ１、ｍ２，ｘ１、ｘ３
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分别为前、后车的运行速度，ｘ２、ｘ４ 分别为前、后车
运行距离，ｙ为前后车运行间距（＜ ０），Ｙ为一定速
度下交通管理部门的规定车距．由图１可得
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当前、后车追踪运行处于稳态时，其合力Ｆ１、
Ｆ２等于０，车距ｙ ＝ Ｙ保持不变（ｅ ＝ ０），当前车Ｆ１
≠０时，即进入变速运行状态，前后车的速度不再
相等（ｘ１≠ｘ３），同时ｅ≠０，后车必须对此作出反应，
直至后车跟随前车进入新的稳态匀速追踪运行．其
中，ｕ１、ｕ２分别为前、后车的加速度．令珋ｘ１ ＝ ｘ３ － ｘ１、
珋ｘ２ ＝ ｘ４ － ｘ２，珋ｙ ＝珋ｘ２，可得

珋ｘ
·
１

珋ｘ
·[ ]
２

＝
０　 ０[ ]１　 ０

珋ｘ１
珋ｘ[ ]
２

＋ [ ]１０ （ｕ２ － ｕ１）
珋ｙ ＝［０　 １］珋ｘ１

珋ｘ[ ]













２

（２）

将（２）式表示为一般情形为：
珋ｘ
·
＝ Ａ珋ｘ ＋ Ｂｕ

珋ｙ ＝ Ｃ珋{ ｘ
（３）

式中，珋ｘ ＝ 珋ｘ１
珋ｘ[ ]
２

，ｕ ＝ ｕ２ － ｕ１，Ａ ＝
０　 ０[ ]１　 ０

，Ｂ ＝ [ ]１０ ，
Ｃ ＝［０　 １］．［Ａ　 Ｂ］完全能控，［Ａ　 Ｃ］完全能观，
特征值λ ｉ（Ａ）＝ ０（ｉ ＝ １，２）均为实根．
２　 车辆追踪运行的离散模型

运用零阶保持器法对（３）式进行离散化．令
ｕ（ｔ）＝ ｕ（ｋ），ｋＴｔ（ｋ ＋ １）Ｔ （４）

求解（３）式，可以得到
珋ｘ（ｔ）＝ ｅＡ（ｔ － ｔ０）珋ｘ（ｔ０）＋ ∫ ｔ０ｅＡ（ｔ － η）Ｂｕ（η）ｄη
珋ｙ（ｔ）＝ Ｃ珋ｘ（ｔ{ ） （５）

进一步可以得到
珋ｘ（ｋ ＋ １）＝ ｅＡＴ珋ｘ（ｋ）＋ ∫ Ｔ０ ｅＡηｄηＢｕ（ｋ）＝
　 Ｆ珋ｘ（ｋ）＋ Ｇｕ（ｋ）
珋ｙ（ｋ）＝ Ｃ珋ｘ（ｋ{ ）

（６）

式中，Ｆ ＝ ｅＡＴ ＝ １　 ０
Ｔ　[ ]１ ，Ｇ ＝ ∫

Ｔ

０
ｅＡηｄη，Ｂ ＝ 　 Ｔ

Ｔ２ ／[ ]２ ．
（６）式即为车辆追踪运行系统的离散化数学模型．

３　 车辆追踪运行的最优控制
由于车辆在不同追踪运行速度下，其应保持的

间距是不同的．从控制理论上来说，ｙ必须实现对期
望值Ｙ的动态跟踪，因此应把车辆追踪问题视作“间
距跟踪”和“速度差调节”问题研究其最优控制律．
３． １　 离散模型的能控性、能观性分析
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可知系统离散模型为可控、可观测系统．
３． ２　 离散系统的最优控制

首先以有限时间ＬＱ（Ｌｉｎｅａｒ Ｑｕａｄｒａｔｉｃ）问题的最
优性能指标函数进行讨论，然后考虑到车辆追踪运行
控制的实际情况，讨论符合的最优稳态控制算法．
３． ２． １　 有限时间最优控制律的求解

最优性能指标函数可表为：
Ｊ ＝ １２ （Ｃ珋ｘ（Ｎ）＋ Ｙ（Ｎ））

ＴＰ（Ｃ珋ｘ（Ｎ）＋ Ｙ（Ｎ））＋

　 １２ ∑
Ｎ － １

ｋ ＝ ０
［（Ｃ珋ｘ（ｋ）＋ Ｙ（ｋ））ＴＱ（Ｃ珋ｘ（ｋ）＋

　 Ｙ（ｋ））＋ ｕＴ（ｋ）Ｒｕ（ｋ）］ （９）
其中，Ｐ０，Ｑ０，Ｒ ＞ ０，均为单值矩阵，（注意：Ｃ珋ｘ
（ｋ）、Ｃ珋ｘ（Ｎ）为负值）．且满足［Ｆ，槡Ｆ］能观测条件．
引入拉格朗日乘子１ × ２向量λ（ｋ ＋ １），表Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ函数为：

Ｈ（ｋ）＝ １２ ∑
Ｎ － １

ｋ ＝ ０
［（Ｃ珋ｘ（ｋ）＋ Ｙ（ｋ））ＴＱ（Ｃ珋ｘ（ｋ）＋

　 Ｙ（ｋ））＋ ｕＴ（ｋ）Ｒｕ（ｋ）］＋ λＴ（ｋ ＋
　 １）（Ｆ珋ｘ（ｋ）＋ Ｇｕ（ｋ）） （１０）

同时，有以下诸式成立：
λ（ｋ）＝ＦＴλ（ｋ ＋１）＋ＣＴＱＣ珋ｘ（ｋ）＋ＣＴＱＹ（ｋ） （１１）
ＧＴλ（ｋ ＋ １）＋ Ｒｕ（ｋ）＝ ０ （１２）
珋ｘ０ ＝珋ｘ（０）；λ（Ｎ）＝ ＣＴＰ（Ｃ珋ｘ（Ｎ）＋ Ｙ（Ｎ））（１３）

其中，（１１）式为协态方程，（１２）式为驻值条件，
（１３）式为边界条件．由（１２）式可得

ｕ（ｋ）＝ － Ｒ － １ＧＴλ（ｋ ＋ １） （１４）
假设

３９
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λ（ｋ）＝ Ｓ（ｋ）珋ｘ（Ｋ）＋ ｖ（ｋ） （１５）
式中，ｖ（ｋ）为２维待定辅助输入向量，Ｓ（ｋ）为２ × ２
矩阵．显然可得

Ｓ（Ｎ）＝ ＣＴＰＣ （１６）
ｖ（Ｎ）＝ ＣＴＰＹ（Ｎ） （１７）

由（１１）、（１４）、（１５）式可得
ｕ（ｋ）＝ － Ｒ － １ＧＴ（Ｓ（ｋ ＋ １）珋ｘ（ｋ ＋ １）＋ ｖ（ｋ ＋
　 １））＝ － Ｒ － １ＧＴＳ（ｋ ＋ １）（Ｆ珋ｘ（ｋ）＋
　 Ｇｕ（ｋ））－ Ｒ － １ＧＴｖ（ｋ ＋ １） （１８）

解得
ｕ（ｋ）＝ －（ＧＴＳ（ｋ ＋１）Ｇ ＋Ｒ）－１ＧＴＳ（ｋ ＋１）Ｆ ｘ－（ｋ）－
　 （ＧＴＳ（ｋ ＋１）Ｇ ＋Ｒ）－１ＧＴｖ（ｋ ＋１） （１９）

令
Ｌ（ｋ）＝ －（ＧＴＳ（ｋ ＋１）Ｇ ＋Ｒ）－１ＧＴＳ（ｋ ＋１）Ｆ （２０）
Ｌｖ（ｋ）＝ －（ＧＴＳ（ｋ ＋ １）Ｇ ＋ Ｒ）－ １ＧＴ （２１）

闭环系统的状态方程可表为
ｘ－（ｋ ＋１）＝（Ｆ ＋ＧＬ（ｋ））ｘ－（ｋ）＋ＧＬｖ（ｋ）ｖ（ｋ ＋１）（２２）

可以看出，问题的关键在于如何求解Ｓ（ｋ）、ｖ（ｋ ＋
１）．下面就此继续进行探讨．

联立（６）、（１４）、（１５）三式，可得
珋ｘ（ｋ ＋ １）＝ Ｆ珋ｘ（ｋ）－ ＧＲ － １ＧＴＳ（ｋ ＋ １）珋ｘ（ｋ ＋
　 １）－ ＧＲ － １ＧＴｖ（ｋ ＋ １） （２３）

解得
珋ｘ（ｋ ＋ １）＝（Ｉ ＋ ＧＲ － １ＧＴＳ（ｋ ＋ １））－ １（Ｆ珋ｘ（ｋ）－
　 ＧＲ － １ＧＴｖ（ｋ ＋ １）） （２４）
联立（１１）、（１５）式，可以得到
Ｓ（ｋ）珋ｘ（ｋ）＋ ｖ（ｋ）＝ ＦＴ（Ｓ（ｋ ＋ １）珋ｘ（ｋ ＋ １）＋
　 ｖ（ｋ ＋ １））＋ ＣＴＱＣ珋ｘ（ｋ）＋ ＣＴＱＹ（ｋ） （２５）

将（２４）式代入（２５）式，整理后得
［－Ｓ（ｋ）＋ＦＴＳ（ｋ ＋１）（Ｉ ＋ＧＲ－１ＧＴＳ（ｋ ＋１））－１Ｆ ＋
　 ＣＴＱＣ］ｘ－（ｋ）＋［－ｖ（ｋ）－ＦＴＳ（ｋ ＋１）（Ｉ ＋
　 ＧＲ－１ＧＴＳ（ｋ ＋１））－１ＧＲ－１ＧＴｖ（ｋ ＋１）ＦＴｖ（ｋ ＋１）＋
　 ＣＴＱＹ（ｋ）］＝０ （２６）

由于上式必须对ｋ∈［０，Ｎ］内的所有珋ｘ（ｋ）均成立，
故有以下方程组成立：

－ Ｓ（ｋ）＋ＦＴＳ（ｋ ＋１）（Ｉ ＋ＧＲ －１ＧＴＳ（ｓ ＋
　 １））－ １Ｆ ＋ ＣＴＱＣ ＝ ０
ｖ（ｋ）＋ＦＴＳ（ｋ ＋１）（Ｉ ＋ＧＲ－１ＧＴＳ（ｋ ＋１））－１ ×
　 ＧＲ－１ＧＴｖ（ｋ ＋１）－ＦＴｖ（ｋ ＋１）－ＣＴＱＹ（ｋ）＝




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（２７）

进一步得到
Ｓ（ｋ）＝ ＦＴ［Ｓ（ｋ ＋ １）－ Ｓ（ｋ ＋ １）Ｇ（ＧＴＳ（ｋ ＋

　 １）Ｇ ＋ Ｒ）－ １ＧＴＳ（ｋ ＋ １）］Ｆ ＋ ＣＴＱＣ （２８）
ｖ（ｋ）＝［ＦＴ － ＦＴＳ（ｋ ＋ １）Ｇ（ＧＴＳ（ｋ ＋ １）Ｇ ＋
　 Ｒ）－ １ＧＴ］ｖ（ｋ ＋ １）＋ ＣＴＱＹ（ｋ） （２９）

显而易见，求解（２８）式Ｒｉｃｃａｔｉ方程是寻求最优控
制律的关键．确定Ｎ值以后，利用非负定矩阵Ｓ
（Ｎ）（见（１６）式），可以计算出ｋ ＝ Ｎ － １，Ｎ － ２，…，
１，０时的Ｓ（ｋ）值，进而可以利用ｖ（Ｎ）（见（１７）式）
计算出ｖ（ｋ），并进一步计算出Ｌ（ｋ）、Ｌｖ（ｋ）．

但是，上述计算方法只适合终端时刻确定情
况，一般离线计算出各采样时刻的最优控制律后再
用于实际控制．而车辆在追踪运行状态，行为变化
的起因一般较为复杂，发生时刻和持续时间往往难
以严格确定，这将导致（２８）、（２９）两式的“倒推”算
法无法用于实际控制．因此，有必要对上述算法进
一步改进．
３． ２． ２　 最优稳态控制律的求解

尽管车辆追踪运行在不同情况下的行为调整，
其调整时间（Ｎ值）往往不一样，但业已证明［７］［８］，
无论Ｎ值为多少，在［Ｆ，Ｇ］能控和［Ｆ，槡Ｑ］能观条
件下，对非负定矩阵Ｓ（Ｎ），（２８）式中的Ｓ（ｋ）是收
敛的．即有

Ｓ ＝ ｌｉｍ
Ｎ→∞
Ｓ（ｋ，Ｎ）＝ ｌｉｍ

Ｎ→ － ∞
Ｓ（ｋ，Ｎ） （３０）

成立，即Ｓ（ｋ）收敛于Ｓ．
由于Ｓ（Ｎ）的取值不影响ｌｉｍ

Ｎ→ － ∞
Ｓ（ｋ，Ｎ）的收敛

性，根据（１６）式可以算出Ｓ的值．
同样，由于（２９）式不适于车辆追踪运行的控

制计算，为了确定反馈控制律，必须寻求适合（２２）
式中ｖ（ｋ ＋ １）的计算公式．由（６）、（１１）、（１２）、
（１５）诸式，可得

ｖ（ｋ ＋１）＝（ＣＴＱＣ －Ｓ（ｋ ＋１））Ｆ ｘ－（ｋ）＋（ＣＴＱＣ －
　 Ｓ（ｋ ＋１））Ｇｕ（ｋ）－ＦＴ（ＧＴ）＋ Ｒｕ（ｋ ＋１）＋
　 ＣＴＱＹ（ｋ ＋１） （３１）
由（２８）、（３１）、（２０）、（２１）、（１９）诸式就可以

分别得到以下最优稳态控制律计算公式：
Ｓ ＝ＦＴ［Ｓ －ＳＧ（ＧＴＳＧ ＋Ｒ）－１ＧＴＳ］Ｆ ＋ＣＴＱＣ （３２）
ｖ（ｋ ＋１）＝（ＣＴＱＣ －Ｓ）Ｆ珋ｘ（ｋ）＋（ＣＴＱＣ －Ｓ）Ｇｕ（ｋ）－
　 ＦＴ（ＧＴ）＋ Ｒｕ（ｋ ＋１）＋ＣＴＱＹ（ｋ ＋１） （３３）
Ｌ ＝ －（ＧＴＳＧ ＋ Ｒ）－ １ＧＴＳＦ （３４）
Ｌｖ ＝ －（ＧＴＳＧ ＋ Ｒ）－ １ＧＴ （３５）
ｕ（ｋ）＝ Ｌ珋ｘ（ｋ）＋ Ｌｖｖ（ｋ ＋ １） （３６）

其中，（ＧＴ）＋为ＧＴ的广义逆．考虑到ｕ（ｋ）＝ ｕ２（ｋ）
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－ ｕ１（ｋ），可以得到如下车辆追踪运行离散最优稳
态控制框图：

图２　 车辆追踪运行离散最优稳态控制框图
Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔｅａｄｙ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｃａｒ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

４　 算法步骤
Ｓｔｅｐ１：建立（３）式所示车辆追踪运行连续系统

数学模型，得系统矩阵Ａ、Ｂ、Ｃ；
Ｓｔｅｐ２：选择采样周期Ｔ；
Ｓｔｅｐ３：运用零阶保持器法对（３）式进行离散

化，得到（６）式所示车辆追踪运行离散化数学模
型．从而得到矩阵Ｆ、Ｇ、Ｃ；

Ｓｔｅｐ４：取Ｎ ＝ １００、确定非负定矩阵Ｐ、Ｑ和正
定矩阵Ｒ，建立如（９）式所示的最优性能指标函数；

Ｓｔｅｐ５：取Ｓ（Ｎ）＝［０］，ｋ ＝ Ｎ － １；
Ｓｔｅｐ６：按（２８）式计算Ｓ（ｋ）；
Ｓｔｅｐ７：ｋ ＝ ｋ － １，判断Ｓ（ｋ）－ Ｓ（ｋ － １）的范数

是否足够小，即判断Ｓ（ｋ）是否收敛到稳态值Ｓ？是
则继续，否则转Ｓｔｅｐ６；

Ｓｔｅｐ８：ｋ０ ＝ ｋ，将Ｓ ＝ Ｓ（ｋ０）代入（３４）、（３５）式，
可得Ｌ、Ｌｖ；

Ｓｔｅｐ９：输出Ｓ、Ｌ、Ｌｖ；
Ｓｔｅｐ１０：将Ｌ、Ｌｖ、ｖ（ｋ）等值代入（３６）式，即可得到

所求反馈控制律，进一步可得ｕ２（ｋ）＝ ｕ（ｋ）＋ ｕ１（ｋ）．

５　 算例仿真
给定参数：采样时间Ｔ ＝ ０． ０１ｓ，Ｆ ＝

１　 　 ０
０．[ ]０１　 １

，Ｇ ＝ ０． ０１
０．[ ]００００５

． Ｐ ＝ ５，Ｑ ＝ １２，Ｒ ＝ １０．初
始状态为以间距１２０ｍ、速度２０ｍ ／ ｓ的匀速追踪运
行状态，前车突然改变自身行为（见图３所示），经
历了加速、匀速和减速停车三个阶段．后车对此进
行自身行为的调整，以保持安全、快速高效的追踪
运行，最后在距前车５ｍ处停车．

下面具体讨论控制作用下的后车行为调整情
况．

图３　 ｕ１和Ｙ
Ｆｉｇ． ３　 ｕ１ ａｎｄ Ｙ

（１）反馈控制律
Ｍａｔｌａｂ计算结果如下：
Ｓ ＝

１４８０． ２　 １０９５． ４
１０９５． ４　 １６２７．[ ]５ ，

Ｌ ＝［－ － １． ４７４７　 － １． ０８７４］
由于后车发现前车行为变化，调整自身行为，

直至行为生效，需要一部分时间（即滞后时间），设
为，一般在［１． ０ｓ，２． ２ｓ］［１０］之间．反馈控制在之后
才开始发生作用，本文取τｓ ＝ ２ｓ．

（２）控制作用下的行为调整
图４（ａ）、（ｂ）、（ｃ）分别描述了上述反馈控制

律下车辆追踪运行过程中ｘ３ － ｘ１、ｘ４ － ｘ２和ｅ的响
应曲线．

图４　 车辆追踪运行控制系统仿真
Ｆｉｇ． ４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｃａｒ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ

图５对图４中０ ～ ３０ｓ之间车辆追踪运行控制
系统的响应曲线进行了“放大”．

图５　 ０ ～ ３０ｓ车辆追踪运行控制系统的响应曲线
Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｃａｒ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｅａｒｌｙ ３０ ｍｉｎｕｔｅｓ

可以发现以下规律或结论：
（ａ）ｔ∈［０，１０ｓ］时间内，前车以０． ５５ｍ ／ ｓ２的加

速度匀加速运行，由于滞后原因，后车在［０，２ｓ］时
间内仍然匀速运行，之后反馈控制律发生作用，开
始加速，但前车依然处在加速过程中，故两车间距
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（｜ ｘ４ － ｘ２ ｜）不断扩大，
（ｂ）ｔ∈［１０，２０ｓ］时间内，前车匀速运行，但前车在

这段时间初期由于滞后因素，仍处于加速运行阶段，
故车间距离有缩小的趋势，但由于反馈控制持续发生
作用，很快两车进入稳态，即匀速追踪运行状态．

（ｃ）ｔ∈［２０，３９． ６２ｓ］时间内，前车以－ １． ３ｍ ／ ｓ２
的加速度匀减速运行直至停车，除了滞后因素影响
外，该段时间内车间距离基本上呈持续缩小状态，
但是反馈作用不仅要使后车停下来，而且要求其间
距逐渐缩小为５ｍ左右停车，不难发现３９ ． ６２ｓ之
后，后车的行为调整时间是“漫长”的，速度成平缓
减小趋势，可以保证在前车紧急停车情况下后车减
速运行的安全性和平稳性、舒适性．不仅不同于阶
梯式速度分级控制方式，而且也不同于速度－ －距
离模式曲线控制方式．

６　 结束语
本文从工程应用出发，建立了适合计算机数据

处理的车辆追踪运行的离散数学模型，运用最优控
制理论研究了适于车辆追踪运行实际的反馈控制
律求解算法，针对具体算例仿真了车辆追踪运行的
控制情况，表明了算法具有一定的有效性．
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