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基于延拓方法的悬索非线性振动分析
周海兵１ 　 刘伟长２
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摘要　 研究了受谐波激励作用下悬索的非线性响应．基于索的拟静态假设，同时考虑悬索的几何非线性，首
先利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理得到了悬索面内运动的非线性方程．然后把悬索的位移展开成固有模态的级数
和．并利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到一个有限维的动力系统．再利用打靶法和延拓方法研究了悬索的周期运动．同
时利用数值积分研究了超谐波共振区的一些非周期运动．最后讨论了激励幅值对悬索周期运动的影响．
关键词　 悬索，　 非线性振动，　 延拓方法，　 周期运动

引言
索结构在土木工程中应用非常广泛：斜拉索

中的拉索；悬索桥中的悬索以及拱桥吊装过程中
的运输天线等，近年来对索结构的动力学也开展了
非常多的研究［１ － １５］．特别是近年来，缆索吊装在钢
管混凝土拱桥的修建过程中得到广泛的应用，对垂
跨比为０． ０２５ － ０． ０４５的运输天线在吊装过程中的
安全性提出了更高的要求．所以对垂跨比为这一范
围内悬索的静动力学进行研究有很重要的工程应
用意义．

在上面所提到的研究中，利用最广泛的是近似
法［１ － １２］，其中主要包括基于多尺度法的离散
法［１ － １０］和直接法［１１，１２］．在离散法中，首先利用
Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法把运动方程离散成低维模型，然后利
用摄动法（多尺度法、平均法等）进行近似求解．这
种方法应用比较方便，同时也可以研究共振区的非
线性动力学．然而最近的研究结果表明，这种方法
在研究悬索的非线性振动时可能得到一些错误的
结果，甚至可能得到性质相反的幅频曲线［１１］．因此
近年来，广泛应用直接法对悬索的非线性振动进行
研究［１１，１２］．这种方法直接利用摄动法对悬索的运
动方程以及边界条件进行近似求解，可以避免由离
散带来的一些错误结果．然而这种方法在求解过程
中引入了一个边界值问题，因此求解比较复杂．同
时因为运动方程是偏微分方程，也很难进行结果对
比．尽管近似法能够得到有利于结果分析的近似数

学表达式，但是都是基于小参数假设以及只能对少
数共振区的研究，研究范围受到了很大的限制．

针对这些问题，本文提出利用延拓方法对悬索
的非线性振动进行研究．首先把悬索的非线性运动
方程利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法进行离散，并写成矩阵形
式．然后利用打靶法在远离共振区处得到一组周期
解，再利用延拓方法确定整条幅频曲线．最后利用
数值结果分析了多模态离散下悬索的非线性振动，
并分析了激励幅值对非线性振动的影响．

１　 数学模型
１． １　 运动方程

考虑两端悬挂在一条水平线上的弹性悬索，如
图１所示．以一端为坐标原点，重力加速度方向为
ｙ轴，两端点连线方向为ｘ轴建立直角坐标系．在
自身重力的作用下，悬索的构形如图１中的虚线所
示．如果假设悬索的垂跨比小于１８ ，此时，悬索的初
始构形可以用抛物线方程ｙ（ｘ）＝ ４ｂｘ（ｌ － ｘ）／ ｌ２ 进
行描述，其中ｂ为悬索的垂度；ｌ为悬索的水平跨
径．在竖向荷载Ｆ（ｘ，ｔ）＝ Ｆ（ｘ）ｃｏｓΩｔ的作用下（其
中Ｆ（ｘ）为描述荷载面内分布的函数，Ω为荷载的
频率），悬索在ｔ时刻的构形如图１中的实线所示．
此时坐标ｘ点处的位移场可以用纵向ｕ（ｘ，ｔ）位移
和竖向位移ｗ（ｘ，ｔ）来确定．因为悬索的横向波速
远小于其纵向波速，所以可以假设悬索以拟静态方
式进行轴向变形．基于上面的假设，利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ
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变分原理可以得到忽略弯曲、扭转以及剪切的悬索
非线性面内运动方程

ｍｗ̈ ＋ ｃｗ － ｛Ｈｗ′ ＋ ＥＡ ／ ｌ（ｙ′ ＋ ｗ′）∫
ｌ

０
（ｙ′ｗ′ ＋

　 １ ／ ２ｗ＂）ｄｘ｝′ ＝ Ｆ（ｘ，ｔ） （１）
其中ｍ为悬索单位长度的质量；ｃ为悬索单位长度
上的阻尼系数；Ｅ为悬索的弹性模量；Ａ为悬索的
横截面积；Ｈ为悬索的水平张力；并满足Ｈ ／ ＥＡ１；
一点代表对时间ｔ的导数；一撇代表对坐标ｘ的导
数．同时边界条件在两个端点处满足ｗ（ｘ，ｔ）
｜ ｘ ＝ ０，ｘ ＝ ｌ ＝ ０．（１）式综合考虑了悬索纵向运动对竖
向运动的影响，可以更加精确描述悬索在外激励作
用下的非线性响应，因此被广泛利用到单自由度模
型［１１，１２］和多自由度模型［１０］的研究．

图１　 悬索的构形
Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｄｅｄ ｃａｂｌｅ

１． ２　 离散模型
按照文献［１１］所给的过程，把（１）式中的变量

对悬索的跨径和第一阶对称模态的固有周期进行
规一化，就可以得到悬索面内非线性运动方程的无
量纲形式．然后利用分离变量法，把无量纲竖向位
移进行级数展开

ｗ（ｘ，ｔ）＝∑Ｎ
ｉ ＝ １
ｉ（ｘ）ｑｉ（ｔ） （２）

其中ｉ（ｘ）为悬索的固有模态；ｑｉ（ｔ）为广义坐标；
Ｎ为根据收敛性要求确定的总自由度数．把（２）式
代入（１）式，并进行Ｇａｌｅｒｋｉｎ积分可以得到由一组
常微分方程描述的面内运动方程．把这组常微分方
程写成状态方程的矩阵形式

ｐ ＝ Ａｐ ＋ Ｆ（ｐ，ｔ） （３）
其中ｐ ＝｛ｑＴ，ｑＴ｝Ｔ，Ａ ＝ Ｃ　 Ｋ

Ｉ　[ ]０ ，Ｆ（ｐ，ｔ）＝｛｛Ｋ２ ＋

Ｋ３ ＋ ｆ（ｔ）｝，０｝Ｔ，Ｃ为Ｎ × Ｎ的模态阻尼矩阵：Ｃ ＝
φ － ＴＤｉａｇ（２ξωｉ）φ － １，这里φ是固有模态ｉ（ｘ）组成
的列向量，ξ为模态阻尼比，ωｉ为悬索的固有频率；
Ｉ为单位矩阵；Ｋ为一次项组成的刚度矩阵：Ｋ ＝
φ － ＴＤｉａｇ（ω２ｉ）φ － １；Ｋ２和Ｋ３为平方非线性项和立方
非线性项组成的刚度矩阵；ｆ为Ｎ × １的荷载列向

量．并且最后三个矩阵（列向量）的数学表达式可
以参考［１０］．显然（３）式是含时间Ｔ的非自治系统，
因此周期Ｔ ＝ ２π ／ Ω．

２　 幅频响应曲线
结构在外激励作用下的周期运动对应于结构

控制方程的周期解，结构的幅频曲线反映了周期解
随激励频率的变化情况．为了研究悬索的幅频响
应，首先利用打靶法确定一组周期解．
２． １　 打靶法

按照打靶法［１６］，首先要引入如下方程
Φ
·（ｔ）＝［Ａｐ ＋ Ｆ（ｐ）］ｐΦ（ｔ），Φ（０）＝ Ｉ （４）

其中Φ为２Ｎ × ２Ｎ的转换矩阵；下标ｐ表示对ｐ的
导数．然后利用初始猜测ｐ（０）＝ ｐ０和Ｒｕｎｇｅ － Ｋｕｔ
ｔａ法可以得到ｐ（Ｔ）和Φ．此时ｐ的修正量δｐ可以
通过以下方程来确定

［Φ（Ｔ）－ Ｉ］δｐ ＝ ｐ０ － ｐ（Ｔ） （５）
如果‖δｐ‖小于或等于允许误差ＴＯＬ（‖·‖表示范
数），则周期解为ｐ ＋ δｐ，否则初始猜测更新为ｐ ＋ δｐ，
重复上述过程直到满足收敛条件．此时周期解的稳定
性可以通过计算Φ（Ｔ）的特征值来确定，如果特征值
的模小于１，则周期解稳定，否则不稳定．
２． ２　 延拓方法

在确定一组周期解之后，就可以利用简单的延
拓方法确定整条曲线，然而这种这种方法在奇异点
处不可逆．因此通常引入弧长参数作为一个独立的
变量．为此引入一个新的约束方程

‖ｐ － ｐ０‖
２ ＋（Ω － Ω０）２ ＝ Δｓ２ （６）

（３）式和（６）式由２Ｎ ＋ １个方程组成，其中含有２Ｎ
＋１个未知变量，可以利用Ｎｅｗｔｏｎ － Ｎａｐｈｓｏｎ法求
解．

３　 数值结果与讨论
以往大部份悬索模态作用的研究主要关注第

一横截点附近的非线性动力学，在本文的数值研究
中，选择的参数为ＥＡ ／ Ｈ ＝ １９８． ２３６，ｆ ＝ ｂ ／ ｌ ＝ １ ／ ２７．
５，同时选定阻尼比ξ ＝ ０． ０２．相应的前八阶固有模
态以及频率如图２所示，其中ｓ上标表示对称，上
标ａ表示反对称，下标表示阶数．显然此时对称模
态的第三阶固有频率与第一阶固有频率之间近似
满足３：１的关系：ωｓ３≈３ωｓ１ ．在确定幅频曲线时，为

４７
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了避免非线性带来的不稳定和多解现象，选取远离
共振区的一点作用初始点，然后利用第二节的方法
确定整条曲线．在下面的幅频曲线中，稳定解和不
稳定解分别用实线和虚线表示．

图２　 悬索的固有频率与固有模态
Ｆｉｇ． ２　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ｍｏｄｅ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｄｅｄ ｃａｂｌｅ

３． １　 非线性响应
图３给出了此种情况下，悬索在外激励较大频

率范围内的幅频响应曲线，其中ｆ１ ＝ ０． ００８，ＰＤ代
表倍周期分叉，ＴＲ代表环面分叉．整条幅频响应曲
线反映了很多非线性振动独特的现象：跳跃；亚谐
波共振；超谐波共振；内共振；分叉等．结构非线性
振动与线性振动一个明显的区别在于响应中可能
存在大量的超谐波和亚谐波成份，当外激励频率接
近这些谐波时，可能激发更多的亚谐波和超谐波共
振．图３ａ的幅频曲线非常明显地出现了由这些共
振引起的峰值．这些峰值同样可以出现在由单模态
离散模型的摄动结果中［２，３］，因此多模态作用对直
接激发模态的亚谐波共振以及超谐波共振影响较
小．然而这种模态作用特别是第三阶对称模态与第
一阶对称模态的３：１内共振，导致了间接激发的第
三阶对称模态多个较大的峰值（图３ｂ）．为了说明
这些共振现象导致悬索运动的多谐波现象，利用数
值积分对离散模型进行求解，然后把不同激励频率
作用下的悬索响应进行ＦＦＴ变换，得到的频谱图如
图４ａ和图４ｂ所示．可以看出这些图中存在由于悬
索非线性导致的多谐波成份．同时也可以注意到在
Ω≈１时，频谱图中出现了连续分布现象，证实了混
沌运动的存在．

图３　 幅频响应曲线：（ａ）第一阶对称模态；（ｂ）第三阶对称模态
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ － ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ：
（ａ）Ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ；
（ｂ）Ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

本文方法：———稳定解，－ － －不稳定解；数
值积分：“○”频率增大；“＋”频率减小．

图４　 悬索非线性响应的ＦＦＴ变换：（ａ）频率增大；（ｂ）频率减小
Ｆｉｇ． ４　 ＦＦＴ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｄｅｄ ｃａｂｌｅ：
（ａ）ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；（ｂ）ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

为了证明本文方法的正确性，图３同时给出了
激励频率缓慢增加和减小的数值结果，其中“○”
号和“＋”号代表随激励频率缓慢增加和减小时分
别利用Ｒｕｎｇｅ － Ｋａｔｔａ法直接进行数值积分得到周
期解的最大值．数值积分的结果和延拓方法得到的
曲线除了在Ω≈１和Ω≈２处有比较大的差别之
外，其它吻合非常好．在Ω≈１的差别产生主要是
在主共振区非周期运动的存在，而在Ω≈２处的差
别主要可能是因为是存在一条独立于现有解分支
的２Ｔ解分支．
３． ２　 激励幅值的影响

悬索在外激励幅值较大的情况下，幅频曲线呈
现出非常复杂的非线性现象，为了便于进行研究激
励幅值对悬索非线性振动的影响，考虑相对较小的
情况：ｆ１ ＝ ０． ０００６；ｆ２ ＝ ０． ００１２；ｆ３ ＝ ０． ００２４．图５给
出了三种不同激励幅值情况下的幅频曲线．

图５　 幅频响应曲线：（ａ）第一阶对称模态；（ｂ）第三阶对称模态
Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ － ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ：
（ａ）Ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ；
（ｂ）Ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

显然在激励幅值很小的情况下ｆ１ ＝ ０． ０００６，幅
频曲线相对简单．在主共振区Ω≈１，第一阶和第三
阶对称模态的幅频曲线分别像预期中的那样呈软
弹簧特性和硬弹簧特性．同时超谐波共振区内基本
上可以忽略非线性的影响，而第三阶对称模态的幅
频曲线在超谐波共振区基本上没有变化．随着激励

５７
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幅值的增大，立方非线性的影响逐渐增强，第一阶
对称模态的幅频曲线在响应幅值较大的时候向右
倾斜呈硬弹簧特性．因为悬索单模态的二次摄动得
到的幅频曲线无论是直接法还是离散法只受有效
非线性系数［１１］的影响，因此不可能出现先软化后
硬化的现象．但是在悬索的四次摄动却可以得到这
种现象［１］，因此说明了延拓方法可以得到精度很高
的结果，同时也可以避免摄动法中的小参数假设带
来的精度问题．

４　 结论
基于悬索的多自由度离散模型，本文利用延拓

方法研究了悬索的非线性振动．这种方法计算量
小，提高自由度的个数可以得到比较精确的结果，
同时也能对一些非线性现象进行预测．并利用数值
积分对得到的结果进行了对比，两者结果比较吻
合，还利用数值积分分析了悬索的非周期运动．通
过本文的研究，可以得到以下主要结论：

（１）悬索在外激励较大情况下，模态的幅频曲
线出现了多个超谐波共振、主共振以及亚谐波共
振．第一阶模态在主共振区的幅频曲线主要呈硬弹
簧特性．并在这个区域内，悬索可能经过运动失稳，
从而作比较复杂的非周期运动．同样在超谐波共振
区内：Ω≈ １２ ，幅频曲线并不一直存在稳定解，此时
悬索可能作混沌运动、概周期运动以及ＮＴ运动．
在亚谐波共振区内：Ω≈１，悬索可能经过倍周期分
叉，从而作２Ｔ运动．

（２）外激励大小直接影响直接激发的第一阶
对称模态的幅频曲线．在外激励非常小时，此阶模
态的幅频曲线呈软弹簧特性，当激励幅值增大时，
幅频曲线的上半部分逐渐向右倾斜．同时外激励大
小也影响了悬索的亚谐波共振以及超谐波共振．

虽然本文利用延拓方法只研究了悬索的非线
性振动，但是这种方法可以推广到分布参数系统的
非线性振动研究中，特别是研究分布参数系统中的
模态作用研究．
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ｄｅｄ ｃａｂｌｅ ｗｅｒｅ ｅｘａｍｉｎｅｄ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｏｏｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｎｏｎ － ｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｍｏｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｄｉｒｅｃｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ． Ａ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗａｓ ｐｅｒｆｏｒｍｅｄ． Ａｔ
ｌａｓｔ，ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｓｐｅｎｄｅｄ ｃａｂｌｅ ｗｅｒｅ ｉｎ
ｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ．
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