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带有时滞的区间动力系统的鲁棒稳定性研究
严艳　 杨玉华　 魏晓燕　 卢占会

（华北电力大学数理系，保定　 ０７１００３）

摘要　 给出了区间动力系统稳定性的相关概念，讨论了带有时滞的区间动力系统的鲁棒稳定性． 通过构造
控制矩阵和迭代相结合的方法，给出了一类带有时滞的区间动力系统鲁棒稳定的判别方法，并且给出了系
统鲁棒稳定时参数取值的最大区间．将含有时滞的区间动力系统的稳定性转化为判别一个矩阵的稳定性，
推广和改进了已有的结论．
关键词　 区间动力系统，　 稳定性，　 时滞，　 迭代

引言
大量的工程系统都含有时滞，时滞存在是系统

不稳定的一个重要因素，因而对时滞系统稳定性的
研究引起了许多学者的广泛关注［１ － ４］，这些文献解
决了确定系统的稳定性问题．但是，在实际工程中
还存在着各种不确定性，例如，利用数学模型描述
实际过程往往都是近似的；原始数据不能精确测
定；计算上的舍入误差等等．其中一类不确定性在
用数学模型描述时，虽然不能用确定数值描述，但
可描述为系统参数在一些确定的区间内变化，这就
是所谓的区间系统．这种摄动虽不改变系统的阶
次，但由于它的存在可以使原来以标称系统设计的
性能指标衰退，甚至破坏系统的稳定性．近年来关
于不带时滞的区间系统稳定性分析取得了许多结
果［５ － ８］．但对含有时滞的区间动力系统的稳定性研
究结果还很少见．而对这些问题的研究在实际工程
中有非常重要的意义，它可用来进一步研究区间控
制系统的鲁棒控制问题．因此，本文利用矩阵理论、
迭代原理，给出了具有时滞的区间动力系统稳定的
简单实用的判别条件，推广和改进了现有文献的相
关结论．

１　 主要结果
考虑下列线性微分方程族：
ｄＸ
ｄｔ ＝ ＡＸ ＋ Ｂ（ｘ － τ） （１）

其中Ａ ＝ （ａｉｊ）ｎ × ｎ，Ｂ ＝ （Ｂｉｊ）ｎ × ｎ，τ ＝ （τ１，τ２，…，
τｎ）Ｔｎ × １都是实数矩阵，但ａｉｊ，ｂｉｊ，τｉ 的精确值不知
道，仅知道其上下界：ｐｉｊａｉｊｑｉｊ，ｂ－ ｉｊｂｉｊｂ

－

ｉｊ，τ－ ｉ
τｉτ

－

ｉ ．

令Ｑ ＝（ｑｉｊ）ｎ × ｎ，Ｐ ＝（ｐｉｊ）ｎ × ｎ，Ｂ－ ｉｊ ＝（ｂ－ ｉｊ）ｎ × ｎ，Ｂ－ ｉｊ
＝（ｂ

－ ｉｊ
）ｎ × ｎ，τ－ ｉｊ ＝（τ－ ｉ）ｎ × １，τ－ ｉｊ ＝（τ－ ｉ）ｎ × １，定义区间矩

阵和向量集合如下：
ＡＩ ＝ Ｎ（Ｐ，Ｑ）＝｛Ａ ＝（ａｉｊ ｎ × ｎ：ＰＡＱｉ，ｅ
　 　 ｐｉｊａｉｊｑｉｊ，ｉ，ｊ ＝ １，…，ｎ｝
ＢＩ ＝｛Ｂ ＝（ｂｉｊ）ｎ × ｎ：Ｂ－ＢＢ

－

ｉ，ｅ 　 ｂ－ ｉｊｂｉｊｂ
－

ｉｊ，
　 　 ｉ，ｊ ＝ １，…，ｎ｝
τＩ ＝｛τ ＝（τ１，…，τｎ）Ｔ：τ－ττ

－

ｉ，ｅ

　 　 τ
－ ｉ
τｉτ

－

ｉ，ｉ，ｊ ＝ １，…，ｎ｝
定义１如果对于Ａ∈ＡＩ，Ｂ∈ＢＩ，τ∈τＩ，

系统（１）的零解都是渐近稳定的，则称区间动力系
统（１）是稳定的．

定义２如果对于Ａ∈ＡＩ，Ｂ∈ＢＩ，τ∈τＩ，
系统（１）的零解都是不稳定的，则称区间动力系统
（１）是不稳定的．

定义３ 称区间动力系统（１）是混合型的，若
Ａ∈ＡＩ，Ｂ∈ＢＩ，τ∈τＩ，使系统（１）的零解是渐
近稳定的，同时又Ａ∈ＡＩ，Ｂ∈ＢＩ，τ∈τＩ，使系
统（１）的零解是不稳定的．

定义４矩阵Ａ称为稳定的，如果系统ｄｘｄｔ ＝ Ａｘ
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的零解是渐近稳定的，记为Ａ∈ｓ．
由Ｎ（Ｐ，Ｑ）构造新的区间矩阵Ｎ１ （Ｐ１（ｐ（１）ｉｊ ），

Ｑ１（ｑ（１）ｉｊ ））：
ｑ（１）ｉｉ ＝ ｑｉｉ ＜ ０，ｃ ＝ｍａｘ｛｜ ｂ－ ｉｉ ｜ ｅ － ετｉ，｜ ｂ－ ｉｉ ｜ ｅ － ετｉ｝，
　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ
ｃｉｊ ＝ｍａｘ｛｜ ｐｉｊ ｜ ＋ ｜ ｂ－ ｉｉ ｜ ｅετｉ，｜ ｑｉｊ ｜ ＋ ｜ ｂ

－

ｉｉ ｜ ｅετｉ，
｜ ｑｉｊ ｜ ＋ ｜ ｂ－ ｉｉ ｜ ｅ

ετｉ，｜ ｐｉｊ ｜ ＋ ｜ ｂ－ ｉｉ ｜ ｅετｉ｝＋ ｃ，
　 ｉ≠ｊ，ｊ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ
ｑ（１）ｉｊ ＝ ｃｉｊ，ｐ（１）ｉｊ ＝ － ｑ（１）ｉｊ ，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ，
ｃｉｊ ＝ ｑ

（１）
ｉｉ ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ

其中ε为充分小的正数．
定理１　 如果Ｑ１∈ｓ，区间动力系统（１）是稳定

的．
证明：令Ｂ１ ＝ （１－δｉｊ）ｃｉｊ－ｑ( )

ｉｉ ｎ ×ｎ
，Ｂ～１ ＝ （１－δｉｊ）ｃｉｊ－ｑｉｉ －( )ε ＝

（ｂ～ｉｊ）ｎ ×ｎ，其中δｉｊ ＝
１，ｉ ＝ｊ
０，ｉ≠{ ｊ

．因为Ｑ１∈ｓ等价于ρ（Ｂ１）＜１
（‖Ｂ１‖ ＜１），这里ρ（Ｂ１）是矩阵Ｂ１的谱半径．由于
矩阵的特征值连续依赖于其元素，所以对充分小的
正数ε，矩阵Ｂ～ １ ＝ （１ － δｉｊ）ｃｉｊ－ ｑｉｉ －( )ε ｎ × ｎ

的谱半径仍满足

ρ（Ｂ～ １）＜ １（‖Ｂ～ １‖ ＜ １）．
对Ａ∈ＡＩ，Ｂ∈ＢＩ，τ∈τＩ将系统（１）改写

成如下形式：
ｄｘｉ
ｄｔ ＝ ａｉｉｘｉ ＋∑ｊ ＝ １

ｊ≠ｉ

ａｉｊｘｊ ＋∑ｊ ＝ １ｂｉｊｘｊ（ｔ － τ ｊ）

ｘｉ（ｔ０）＝ ｘｉ
{

０

，

　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ （２）
对（１）式进行迭代得：

ｘ（ｍ）ｉ （ｔ）＝ ｅａｉｉ（ｔ－ｔ０）ｘｉ０ ＋ ∫
ｔ

ｔ０

ｅａｉｉ（ｔ－ｔ０）∑
ｎ

ｊ ＝１
［（１ －

　 δｉｊ）ａｉｊｘ（ｍ－１）ｊ （ｔ１）ｄｔ１ ＋ ｂｉｊｘ（ｍ－１）ｊ （ｔ１ － τｊ）］ｄｔ１
ｘ（０）ｉ ＝ ｅ

ａｉｉ（ｔ－ｔ０）ｘｉ










０

，　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ．

设：０ ＜ ε ＜ ｍｉｎ
１ｉｎ

（－ ａｉｉ），则｜ ｘ（０）ｉ （ｔ）｜  ｜ ｘｉ０ ｜
ｅ － ε（ｔ － ｔ０），从而有：
　 ｃｏｌ（｜ ｘ（０）１ （ｔ）｜，｜ ｘ（０）２ （ｔ）｜，…，｜ ｘ（０）ｎ （ｔ）｜）

ｃｏｌ（｜ ｘ１０ ｜，｜ ｘ２０ ｜，…，｜ ｘｎ０ ｜）ｅ－ε（ｔ－ｔ０）

　 ｜ ｘ（０）ｉ （ｔ）｜｜ ｘｉ０ ｜ ｅ－ε（ｔ－ｔ０）＋ ∫
ｔ

ｔ０

｜ ｅａｉｉ（ｔ－ｔ１）∑
ｎ

ｊ ＝１
［（１ －

δｉｊ）ａｉｊｘ（０）ｊ （ｔ１）＋ ｂｉｊｘ（０）ｊ （ｔ１τｊ）］｜ ｄｔ１｜ ｘｉ０ ｜ ｅε（ｔｔ０）＋

∫
ｔ

ｔ０

ｅ－ａｉｉ（ｔ１－ｔ）∑
ｎ

ｊ ＝１
［（１ － δｉｊ）｜ ａｉｊ ｜ ｅ－ε（ｔ１－ｔ０）｜ ｘｊ０ ｜ ＋

｜ ｂｉｊ ｜ ｅ
－ε（ｔ１－ｔ０－τｊ）｜ ｘｊ０ ｜］ｄｔ１｜ ｘｉ０ ｜ ｅ－ε（ｔ－ｔ０）＋

∫
ｔ

ｔ０

ｅ－（ａｉｉ＋ε）（ｔ１－ｔ）∑
ｎ

ｊ ＝１
［（１ － δｉｊ）｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｘｊ０ ｜ ＋

｜ ｂｉｊ ｜ ｅετｊ ｜ ｘｊ０ ｜］ｄｔ１ｅ－ε（ｔ－ｔ０）｜ ｘｉ０ ｜ ｅ－ε（ｔ－ｔ０）＋

∫
ｔ

ｔ０

ｅ－（ａｉｉ＋ε）（ｔ１－ｔ）ｄｔ１∑
ｎ

ｊ ＝１
［（１ － δｉｊ）｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｘｊ０ ｜ ＋

｜ ｂｉｊ ｜ ｅετｊ ｜ ｘｊ０ ｜］ｅ－ε（ｔ－ｔ０）｜ ｘｉ０ ｜ ｅ－ε（ｔ－ｔ０）＋

∑
ｎ

ｊ ＝１
［（１ － δｉｊ）｜ ａｉｊ ｜ ＋｜ ｂｉｊ ｜ ｅετｊ］

－ ａｉｉ － ε
｜ ｘｊ０ ｜ ｅ

－ε（ｔ－ｔ０）

｜ ｘｉ０ ｜ ｅ
－ε（ｔ－ｔ０）
∑
ｎ

ｊ ＝１
（１ － δｉｊ）ｃｉｊ
－ ｑｉｉ － ε

｜ ｘｊ０ ｜ ｅ
－ε（ｔ－ｔ０）

且有｜ ｘ（１）ｉ （ｔ）－ ｘ（０）ｉ （ｔ）｜
∑
ｎ

ｊ ＝ １
（１ － δｉｊ）ｃｉｊ
ｑｉｉ ε

｜ ｘｊ０ ｜ ｅ
ε（ｔｔ０），

从而有
　 ｃｏｌ（｜ ｘ（１）１ （ｔ）｜，｜ ｘ（１）２ （ｔ）｜，…，｜ ｘ（１）ｎ （ｔ）｜）

（Ｅ ＋ Ｂ～）ｃｏｌ（｜ ｘ１０ ｜，｜ ｘ２０ ｜，…，｜ ｘｎ０ ｜）ｅ － ε（ｔ － ｔ０）
　 ｃｏｌ（｜ ｘ（１）１ （ｔ）－ ｘ（０）１ （ｔ）｜，｜ ｘ（１）２ （ｔ）－ ｘ（０）２ （ｔ）｜，…，

｜ ｘ（１）ｎ （ｔ）－ ｘ（０）ｎ （ｔ）｜）Ｂ～ ｃｏｌ（｜ ｘ１０ ｜，｜ ｘ２０ ｜，…，
｜ ｘｎ０ ｜）ｅ － ε（ｔ － ｔ０）

假设对ｍ阶迭代有下式成立：
　 ｃｏｌ（｜ｘ（ｍ）１ （ｔ）｜，｜ｘ（ｍ）２ （ｔ）｜，…，｜ｘ（ｍ）ｎ （ｔ）｜）（Ｅ ＋Ｂ～ １ ＋Ｂ～ ２１ ＋

…＋Ｂ～ｍ１）ｃｏｌ（｜ｘ１０ ｜，｜ｘ２０ ｜，…，｜ｘｎ０ ｜）ｅ －ε（ｔ － ｔ０）
（Ｅ －Ｂ～ １）－１ｃｏｌ（｜ｘ１０ ｜，｜ｘ２０ ｜，…，｜ｘｎ０ ｜）ｅ －ε（ｔ － ｔ０）

　 ｃｏｌ（｜ｘ（ｍ）１ （ｔ）－ｘ（ｍ－１）１ （ｔ）｜，｜ｘ（ｍ）２ （ｔ）－ｘ（ｍ－１）２ （ｔ）｜，…，
｜ｘ（ｍ）ｎ （ｔ）－ｘ（ｍ－１）ｎ （ｔ）｜）Ｂ～ｍ１ ｃｏｌ（｜ｘ１０ ｜，｜ｘ２０ ｜，…，
｜ｘｎ０ ｜）ｅ －ε（ｔ － ｔ０）ｖ，

因为ρ（Ｂ～ １）＜ １，故∑
∞

ｍ ＝ ０
Ｂ
～ ｍ
１ 收敛且等于（Ｅ － Ｂ～ １）－ １，

其中Ｂ～ ｍ１ ＝ Ｂ～ １（ｂ～ ｍｉｊ）ｎ × ｎ ．
对第ｍ ＋ １阶迭代有：

　 ｜ ｘ（ｍ＋１）ｉ （ｔ）｜｜ ｘｉ０ ｜ ｅ －ε（ｔ －ｔ０）＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
∫
ｔ

ｔ０

ｅ－ａｉ（ｔ －ｔ１）［（１ －

δｉｊ）｜ ａｉｊ ｜ ＋ ｜ ｂｉｊ ｜ ｅετ ｊ］× ［∑
ｎ

ｓ ＝ １
（δ ｊｓ ＋ ｂ～ ｊｓ ＋…＋

ｂ
～ ｍ
ｊｓ）｜ ｘｓ０ ｜ ｅ －ε（ｔ －ｔ０）ｄｔ１

２
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　 ｜ ｘ（ｍ＋１）ｉ （ｔ）－ ｘ（ｍ）ｉ （ｔ）｜∑
ｎ

ｊ ＝１
∫
ｔ

ｔ０

ｅ－ａｉ（ｔ－ｔ１）［（１ － δｉｊ）｜ ａｉｊ ｜ ＋

｜ ｂｉｊ ｜ ｅετｊ］×［∑
ｎ

ｓ ＝１
ｂ
～ｍ
ｊｓ）｜ ｘｓ０ ｜ ｅ－ε（ｔ－ｔ０）ｄｔ１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｂ
～

ｊｓ∑
ｒ

ｓ ＝１
ｂ
～ｍ
ｊｓ ｜ ｘｊ０ ｜ ｅ

－ε（ｔ－ｔ０），ｉ ＝ １，２，…，ｎ
从而有
　 ｃｏｌ（｜ｘ（ｍ＋１）１ （ｔ）｜，｜ｘ（ｍ＋１）２ （ｔ）｜，…，｜ｘ（ｍ＋１）ｎ （ｔ）｜）（Ｅ ＋

Ｂ
～

１ ＋…＋Ｂ～ｍ＋１１ ）ｃｏｌ（｜ｘ１０ ｜，｜ｘ２０ ｜，…，｜ｘｎ０ ｜）ｅ －ε（ｔ － ｔ０）
（Ｅ －Ｂ～ １）－１ｃｏｌ（｜ｘ１０ ｜，｜ｘ２０ ｜，…，｜ｘｎ０ ｜）ｅ －ε（ｔ － ｔ０）

　 ｃｏｌ（｜ｘ（ｍ＋１）１ （ｔ）－ｘ（ｍ）１ （ｔ）｜，｜ｘ（ｍ＋１）２ （ｔ）－ｘ（ｍ）２ （ｔ）｜，…，
｜ｘ（ｍ＋１）ｎ （ｔ）－ｘ（ｍ）ｎ （ｔ）｜）Ｂ～ｍ＋１１ ｃｏｌ（｜ｘ１０ ｜，｜ｘ２０ ｜，…，
｜ｘｎ０ ｜）ｅ －ε（ｔ － ｔ０）

由数学归纳法知上式对自然数都成立．从而在［０，
Ｔ］上，当ｍ→∞时函数列
　 ｃｏｌ（ｘ（ｍ＋１）１ （ｔ），ｘ（ｍ＋１）２ （ｔ），…，ｘ（ｍ＋１）ｎ （ｔ））＝∑∞

ｍ＝１
（ｘｍ１（ｔ）－

ｘ（ｍ－１）１ （ｔ），…，ｘｍｎ（ｔ）－ｘ（ｍ－１）ｎ （ｔ））＋ｃｏｌ（ｘ０１（ｔ），…，ｘ０ｎ（ｔ））
一致收敛到ｃｏｌ（｜ ｘ１（ｔ）｜，｜ ｘ２（ｔ）｜，…，｜ ｘｎ（ｔ）｜），且
有
　 ｃｏｌ（｜ ｘ１（ｔ）｜，｜ ｘ２（ｔ）｜，…，｜ ｘｎ（ｔ）｜）（Ｅ －

Ｂ
～

１）－ １ｃｏｌ（｜ ｘ１０ ｜，｜ ｘ２０ ｜，…，｜ ｘｎ０ ｜）ｅ － ε（ｔ － ｔ０）→ｔ→ ＋ ∞０
故系统（１）的零解渐近稳定．又由于Ａ∈ＡＩ，Ｂ∈ＢＩ，
τ∈τＩ的任意性，故区间动力系统（１）是稳定的．

注：定理１将含有时滞的区间动力系统（１）的
稳定性问题转化到判别一个矩阵的稳定性，而对一
个矩阵判别稳定我们有很多现成的结论可用．因此
定理１简化了判断系统（１）是否稳定的条件．另
外，在定理１中取ｂｉｊ ＝ ０时，则可以推出文献［９］的
定理１１． ５． １．
推论１　 若ｑｉｉ ＜ ０，ｐｉｊ０（ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ． ｉ≠ｊ），则
区间矩阵Ｎ（Ｐ，Ｑ）∈ｓＱ∈ｓ

证明：必要性显然，下证充分性．取Ｎ１ （Ｐ１，
Ｑ１）为：

ｃｉｊ ＝ｍａｘ｛｜ ｐｉｊ ｜，｜ ｑｉｊ ｜｝＝ ｜ ｑｉｊ ｜ ＝ ｑｉｊ ＞ ０，ｑ（１）ｉｊ ＝ ｃｉｊ，
ｐ（１）ｉｊ ＝ － ｑ

（１）
ｉｊ ，（ｉ ≠ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ），ｑ（１）ｉｉ ＝ ｑｉｉ，则

Ｎ（Ｐ，Ｑ）Ｎ１ （Ｐ１，Ｑ１），Ｑ ＝ Ｑ１∈ｓ，从而：Ｎ（Ｐ，Ｑ）
Ｎ１ （Ｐ１，Ｑ１）∈ｓ，证毕．

考虑另一类区间矩阵Ｎ（Ｐ，Ｑ），这里：ｑｉｉ ＜ ０
（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）．令：ｃｉｊ ＝ ｍａｘ｛｜ ｐｉｊ ｜，｜ ｑｉｊ ｜｝（ｉ ≠ ｊ，

ｊ ＝ １，２，…，ｎ），Ｃ（ｃｉｊ）＝

ｑ１１ ｃ１２ …ｃ１ｎ
ｃ２１ ｑ２２ …ｃ２ｎ
…………
ｃｎ１ ｃｎ２ …ｑ













ｎｎ

．

推论２　 若Ｃ（ｃｉｊ）∈ｓ，则Ｎ（Ｐ，Ｑ）∈ｓ．
证明：做一新的区间矩阵：Ｎ１ （Ｐ１，Ｑ１）其中：

ｑ［１］ｉｉ 与Ｎ（Ｐ，Ｑ）中的ｑｉｉ相同．取ｂｉｊ ＝ ０时，即：ｑ［１］ｉｉ ＝
ｑｉｉ ＜ ０，此时有

ｃｉｊ ＝ｍａｘ｛｜ ｐｉｊ ｜，｜ ｑｉｊ ｜｝（ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ）
ｑ（１）ｉｊ ＝ ｃｉｊ，ｐ（１）ｉｊ ＝ － ｑ（１）ｉｊ ，（ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ），

于是Ｎ（Ｐ，Ｑ）Ｎ１ （Ｐ１，Ｑ１）．又Ｑ１∈ｓ，从而Ｎ（Ｐ，
Ｑ）Ｎ１ （Ｐ１，Ｑ１）∈ｓ．

２　 实例

取Ｎ（Ｐ，Ｑ）＝
－ ６　 － ４

－ １２ 　 －









４
， － ３ １
１ －( )








４
，

Ｂ ＝
－ ３２

１
３

１
４ －












３
２

，
－ １ １

２
１
３ －























１
，

τ ＝
０． １
０．( )１ ，０． ５０．( )( )５

取ε充分小，使得（５２ ＋
１
２ ｅ

０． ５ε）（５２ ＋
１
３ ｅ

０． ５ε）＜ １２，

此时Ｑ１ ＝
－ ３ ５

２ ＋
１
２ ｅ

０． ５ε

５
２ ＋

１
３ ｅ

０． ５ε －











４
是稳定的，从

而区间动力系统ｄＸｄｔ ＝ ＡＸ ＋ Ｂ（ｘ － τ）是稳定的．

３　 结论
通过构造控制矩阵和迭代相结合的方法，把线

性区间动力系统的稳定性问题推广到了带时滞的
线性区间动力系统，给出了一个简单实用的判别方
法，并给出了带时滞线性区间动力系统稳定的最大
区间，推广了线性区间动力系统的已有结论．
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