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摘要　提出了一个新的三维自治类Ｌｏｒｅｎｚ系统．理论分析了该系统的动力学特性，并通过数值计算分析了

系统在平衡点处的稳定性，以及产生Ｈｏｐｆ分岔的条件．通过计算系统的时间序列的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱、Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ维数、分岔图、Ｐｏｉｎｃａｒé截面图等研究了系统的动力学特性．最后对该系统的一个混沌吸引子进行了

实际电路的设计与仿真模拟．

关键词　新类Ｌｏｒｅｎｚ系统，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，　分数维数，　Ｐｏｉｎｃａｒé截面图，　电路仿真

引 言

混沌振动是存在于自然界中的一种普遍运动

形式，是在确定系统中产生的不规则运动，其基本

特征是具有对初始条件的敏感性［１］．人们在认识和
研究混沌理论和应用的过程中，逐步认识到混沌的

研究价值和应用价值．随着对混沌的深入研究和实
际工程需要，各种非线性混沌系统也被相继提出，

并得到了广泛的研究．特别是自从上世纪６０年代
提出 Ｌｏｒｅｎｚ系统［２］以来，许多新的自治混沌系统

也相继提出并得到了广泛的研究［３８］．其中最为著
名的是 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统［３］，在 Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统反控制
中被发现的Ｃｈｅｎ系统［４，５］、Ｌü系统［６］、统一混沌

系统［７］、Ｌｉｕ系统［８］以及 Ｑｉ系统［９１１］等，特别是 Ｌü
系统在 Ｌｏｒｅｎｚ系统和 Ｃｈｅｎ系统之间架起了一道
桥梁 ，实现了从一个系统到另一个系统的过

渡［６，７］．
本文提出了一个新的类Ｌｏｒｅｎｚ系统，该系统含

有２个非线性项 ，文中利用理论推导 、数值仿真
、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱 、Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数 、分岔图 、

Ｐｏｉｎｃａｒé截面图等分析了该系统的基本动力学特
性，从数值和理论上分析了系统的混沌特性．结果
表明该系统和 Ｌｏｒｅｎｚ系统族中［１２１４］每一个系统有

着类似的性质，并且奇怪吸引子都具有较低分数维

数．最后设计了模拟该混沌系统的实际电路，同时
基于ＥＷＢ软件平台及电子仪器进行了实际电路仿
真验证．

１　新的类Ｌｏｒｅｎｚ系统的模型及基本动力学
特性

该系统是根据Ｌｏｒｅｎｚ吸引子和Ｃｈｅｎ吸引子线
性部分系数的特征，构造了一个三维非线性动力学

系统．系统的模型如下：
ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ＝ａｂｘ－ａｘｚ{
ｚ＝ｘｙ－ｃｚ

（１）

其中ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ∈Ｒ３为系统的状态变量，ａ，ｂ，ｃ

为参数，且ａ≠０．系统（１）中共含有２个非线性项，
分别是ｘｚ，ｘｙ．可以通过严格的数学证明系统（１）
与上述Ｌｏｒｅｎｚ系统族中每一个系统都不具有拓扑
等价性，是一个完全新的类 Ｌｏｒｅｎｚ系统．由于严格
证明拓扑等价性是十分困难和繁琐的，故在此略

去．
１．１　几条最基本的性质

（１）对称性和不变性

首先，注意到系统（１）在变换Ｓ：（ｘ，ｙ，ｚ）→（－
ｘ，－ｙ，ｚ）下对于所有的参数ａ，ｂ，ｃ具有不变性，则
此变换表明系统关于ｚ轴是对称的，即若ψ是系统
的解，则在此意义下，Ｓψ也是系统的解．显然，ｚ轴
本身也是系统的一条解轨线，也就是说，若 ｔ＝０时
有ｘ＝０，ｙ＝０，则对于所有的 ｔ＞０，仍然有 ｘ＝０，ｙ
＝０．更进一步说，对于ｔ→０，ｚ轴上所有的解轨线都
趋向于原点．
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（２）耗散性和吸引子的存在性
可以验证，系统（１）在ａ＞０，ｂ＜０，ｃ＞０时是关

于原点是全局，一致渐近稳定的．可以构造如下的
正定的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－ｂｘ２＋ｙ２＋ａｚ２ （２）
容易验证

Ｖ·（ｘ，ｙ，ｚ）＝－２ｂｘｘ＋２ｙｙ＋２ａｚｚ＝－２ｂｘ（ａ（ｙ－
　ｘ））＋２ｙ（ａｘ（ｂ－ｚ））＋２ａｚ（ｘｙ－ｃｚ）＝
　２ａ（ｂｘ２－ｃｚ２）＜０ （３）
同时，考虑系统（１）的向量场散度（４），也就是

系统的Ｊａｃｏｂｉｎ矩阵（５）的迹（６）

Ｖ＝１Ｖ
ｄＶ
→

ｄｔ＝ｄｉｖＶ
→
＝ｘ
ｘ
＋ｙ
ｙ
＋ｚ
ｚ

（４）

Ｊ＝
－ａ ａ ０

ａ（ｂ－ｚ） ０ －ａｘ








ｙ ｘ －ｃ

（５）

Ｔｒ（Ｊ）＝－（ａ＋ｃ） （６）
又由于所有Ｌｙａｐｕｎｏｖ特征指数之和反映相空间体
积元随时间演化的变化率，根据 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定理，变
化率反映为系统的Ｊａｃｏｂｉｎ矩阵的迹，则有

Ｖ＝１Ｖ
ｄＶ
→

ｄｔ＝ｄｉｖＶ
→
＝ｘ
ｘ
＋ｙ
ｙ
＋ｚ
ｚ
＝Ｔｒ（Ｊ）＝

　－（ａ＋ｃ）＝∑
３

ｉ＝１
λｉ＝∑ＬＥｓ （７）

Ｖ（ｔ）＝Ｖ（０）ｅ－（ａ＋ｃ）ｔ （８）
其中，λｉ（ｉ＝１，２，３）为矩阵（５）的特征根，ＬＥＳ为系
统的３个Ｌｙａｐｕｎｏｖ特征指数．

所以只要ａ＋ｃ＞０，则系统（１）始终是耗散的，
并以指数形式收敛．即

ｄＶ
→

ｄｔ＝ｅ
－（ａ＋ｃ） （９）

也就是说，一个初始体积为Ｖ（０）的体积元在时间ｔ
时收缩为体积元 Ｖ（０）ｅ－（ａ＋ｃ）ｔ．这就意味着，当 ｔ→
∞时，包含系统轨线的每一个体积元都以指数的速
率－（ａ＋ｃ）收缩到０．因此，系统的所有轨线最终
都会被限制在一个体积为０的点集合上，并且他的
渐近动力学行为会被固定在一个吸引子上，这就说

明了吸引子的存在性．并且当且仅当 ａ＋ｃ＝０，系
统（１）是保守的，由Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定理可知，保守系统在
运动过程中其相体积保持不变［１５］．当参数 ａ＝５，ｂ
＝４，ｃ＝２时，系统是耗散的，－（ａ＋ｃ）＝－７＜０，
有一个混沌吸引子，如图１和图２所示，经计算得

该混沌吸引子的三个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分别为 ＬＥｓ＝
（０．６２６３，０，－７．６２６３），和∑ＬＥｓ＝－７＝－（ａ＋
ｃ），由Ｋａｐｌａｎ－Ｙｏｒｋｅ猜想公式可求得Ｌｙａｐｕｎｏｖ维
数ＤＫＹ＝２．０８２１．

图１　３维相空间中的一个典型混沌吸引子

Ｆｉｇ．１　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆａｔｙｐｉｃａｌｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｉｎ３－Ｄｓｐａｃｅ

图２　图１中的混沌吸引子在不同平面上的投影

Ｆｉｇ．２　ＶａｒｉｏｕｓｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．１

１．２　平衡点稳定性分析
如果ｂｃ＞０系统的三个平衡点为 Ｏ（０，０，０），

Ｐ＋（槡ｂｃ，槡ｂｃ，ｂ），Ｐ－（ 槡－ ｂｃ，槡ｂｃ，ｂ），如果 ｂｃ＜
０，系统只有一个平衡点 Ｏ（０，０，０）．对于 ｂｃ＝０，有
唯一的平衡点，形式为（０，０，ｂ），ｂ∈Ｒ．

这里只考虑 ｂｃ＞０的条件下的三个平衡点为
Ｏ，Ｐ＋，Ｐ－的稳定性的情况，其中不动点 Ｐ＋和 Ｐ－
对称的落在ｚ轴的两侧．
命题１　如果ａ≠０，ｂ＞０，则平衡点Ｏ都是不稳定的．

证明：根据系统（１）的 Ｊａｃｏｂｉｎ矩阵（５），可得
系统（１）在平衡点Ｏ处的线性化后的 Ｊａｃｏｂｉｎ矩阵
（１０）和特征多项式（１１）分别为

Ｊｏ＝
－ａ ａ ０
ａｂ ０ －ａｘ









ｙ ｘ －ｃ（０，０，０）

＝
－ａ ａ ０
ａｂ ０ ０
０ ０









－ｃ
（１０）

５２３
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λ３＋（ａ＋ｃ）λ２＋（ａｃ－ａ２ｂ）λ－ａ２ｂｃ＝０
（λ＋ｃ）（λ２＋ａλ－ｂａ２）＝０ （１１）

三个特征值分别为

λ１＝－ｃ，λ２，３＝－
ａ
２± ｂａ

２＋ａ
２

槡 ４

所以对于ａ＞０有λ２＝
ａ
２（－１＋ ４ｂ＋槡 １）＞０，ａ＜０

有λ３＝
ａ
２（－１－ ４ｂ＋槡 １）＞０，得证．

下面来讨论平衡点 Ｐ＋和 Ｐ－的稳定性．由于
系统（１）在变换 Ｓ：（ｘ，ｙ，ｚ）→（－ｘ，－ｙ，ｚ）下对于
所有的参数 ａ，ｂ，ｃ具有不变性，系统关于 ｚ轴对
称，而且平衡点Ｐ＋和 Ｐ－也关于 ｚ轴对称，所以二
者的性质完全相同，只需分析其中之一即可．

考虑线性变换Ｔ：（ｘ，ｙ，ｚ）→（Ｘ，Ｙ，Ｚ）

Ｔ：
槡ｘ＝Ｘ＋ ｂｃ

槡ｙ＝Ｙ＋ ｂｃ{
ｚ＝Ｚ＋ｂ

（１２）

于是系统（１）就化为
ｘ＝ａ（Ｙ－Ｘ）

ｙ＝－ａ（ 槡Ｘ＋ ｂｃ）Ｚ

ｚ＝（ 槡Ｘ＋ ｂｃ）（ 槡Ｙ＋ ｂｃ）－ｃ（Ｚ＋ｂ
{

）

（１３）

经过坐标平移变化以后，原系统（１）的不动点Ｐ＋
在线性变换Ｔ的作用下新的系统（１３）的坐标原点Ｏ′

（０，０，０）．下面讨论新的平衡点Ｏ′（０，０，０）的稳定性．
系统（１３）在平衡点Ｏ′处的线性化后的Ｊａｃｏｂｉｎ

矩阵（１４）和特征多项式（１５）分别为

Ｊｏ
′＝

－ａ ａ ０

－ａｚ ０ 槡－ａ ｂｃ

槡 槡









Ｙ＋ ｂｃ Ｘ＋ ｂｃ －ｃ （０，０，０）

＝

　

－ａ ａ ０

０ ０ 槡－ａ ｂｃ

槡 槡









ｂｃ ｂｃ －ｃ

（１４）

λ３＋（ａ＋ｃ）λ２＋（ａｃ＋ａｂｃ）λ＋２ａ２ｂｃ＞０（１５）
由ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ判据，当且仅当满足下列条件时
ａ＋ｃ＞０

（ａ＋ｃ）（ａｃ＋ａｂｃ）－２ａ２ｂｃ＞{ ０
（１６）

特征方程（１５）的根都有负实部．
所以当且仅当条件（１６）满足时，系统（１）的平

衡点Ｐ＋和Ｐ－才是渐近稳定的．并且还可以推证特
征根方程（１５）有一对纯虚根，另一个根具有负实

部当且仅当以下条件成立

ａ＋ｃ＞０
ａｃ（ｂ＋１）＞０{
ａ＋ｃ＋ｂｃ＝ａｂ

（１７）

并且其中的一个实特征根 λ１＝－（ａ＋ｃ），一

对纯虚根λ２，３＝±ｉａｃ（ｂ＋１槡 ）．
于是可以得到下面的结论

命题２　如果条件（１７）满足时，系统（１）有一个负
实根λ１＝－（ａ＋ｃ）和一对共轭的纯虚根λ２，３＝±ｉ

２ａ２ｃ
槡ａ－ｃ

，并且Ｒｅ（λ′ｃ（ｃ））≠０，所以此时平衡点Ｐ＋失

稳，发生Ｈｏｐｆ分岔．
证明：令Θ＝（Ｘ，Ｙ，Ｚ）Ｔ，则有

Θ
·

＝

ｘ
ｙ
{ }
ｚ
＝

ａ（Ｙ－Ｘ）

－ａ（ 槡Ｘ＋ ｂｃ）Ｚ

（ 槡Ｘ＋ ｂｃ）（ 槡Ｙ＋ ｂｃ）ｃ（Ｚ＋ｂ









）

＝

　ｆ（Θ，ａ，ｂ，ｃ） （１８）
容易验证对于ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ，有 ｆ（０，ａ，ｂ，ｃ）＝０

恒成立．
并且由条件（１７）可知，ｂ≠ ±１，且参数 ａ，ｂ与

ｃ之间的相互关系为

ａ＝ｃ（ｂ＋１）ｂ－１ ，ｃ＝
ａ（ｂ－１）
ｂ＋１ ，ｂ＝

ａ＋ｃ
ａ－ｃ （１９）

于是从特征方程（１５），可以得到

λ′ｃ＝－
λ２＋ａ（ｂ＋１）λ＋２ａ２ｂ

３λ２＋２（ａ＋ｃ）λ＋ａｃ（ｂ＋１）
（２０）

λ′ｃ＝－
λ２＋ａ（ｂ＋１）λ＋２ａ２ｂ

３λ２＋２（ａ＋ｃ）λ＋ａｃ（ｂ＋１）ｃ＝ａ（ｂ－１）ｂ＋１

＝

　－（ｂ＋１）λ
２＋ａ（ｂ＋１）２λ＋２ａ２ｂ（ｂ＋１）

３（ｂ＋１）λ２＋４ａｂλ＋ａ２（ｂ２－１）
（２１）

将λ２，３＝±ｉａｃ（ｂ＋１槡 ）代入（２１）中有

Ｒｅ（λ′ｃ（ｃ））＝－
ｂ３＋ｂ２－ｂ－１

２ｂ３＋１０ｂ２－２ｂ－２
＝

　－（ｂ
２－１）（ｂ＋１）

２ｂ３＋１０ｂ２－２ｂ－２
≠０

Ｉｍ（λ′ｃ（ｃ））＝
ｂ－槡 １（ｂ４－２ｂ２＋１）
２ｂ４＋８ｂ３－１２ｂ２＋２

＝

　 ｂ－槡 １（ｂ＋１）２（ｂ－１）２

２ｂ４＋８ｂ３－１２ｂ２＋２
≠０

于是可以得出，系统（１３）在平衡点Ｏ′（０，０，０）
处发生了 Ｈｏｐｆ分岔，所以系统（１）在平衡点 Ｐ＋

（槡ｂｃ，槡ｂｃ，ｂ）处发生了Ｈｏｐｆ分岔，并且经过一系

６２３
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列复杂的推导之后，可得Ｈｏｐｆ分岔是亚临界的．

２　数值仿真与电路实现

２．１　分岔图、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱、Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数、
Ｐｏｉｎｃａｒé截面图

下面考虑系统（１）在特定参数下的动力学行
为仿真

情形１　考虑固定参数 ｂ＝４，ｃ＝２，改变控制
参数ａ在区间［０，６０］内连续变化．图３为系统（１）
关于ｚ轴的分岔图以及所对应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱．

图３　控制参数ａ变化时的关于

ｚ轴的分岔图及Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱

Ｆｉｇ．３　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｎｄＬｙａｐｕｎｏｖ－ｅｘｐｏｎｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍ

ｆｏｒｓｐｅｃｉｆｉｃｖａｌｕｅｓｓｅｔ（ｂ＝４，ｃ＝２）ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒａ

情形２　固定参数 ｂ＝４，ａ＝５，ｃ作为分岔参
数，ｃ∈［０．１，０．６］系统关于轴的分岔图以及所对
应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱如图４所示．沿着控制参数
增大的方向，系统由倍周期分岔通向混沌，混沌区

域内含有数个较窄的周期窗口，并且每一个周期窗

口又都是经由倍周期分岔走向混沌．并且通过 Ｋａ
ｐｌａｎ－Ｙｏｒｋｅ猜想计算系统的吸引子的Ｌｙａｐｕｎｏｖ维
数可知，系统（１）在这组参数下，随着控制参数的
变化，分数维数数值都很小，ＤＫＹ＜２．１，如图４（ｃ）
所示．图４（ｄ）为ｃ＝０．３时，在 ｘ－ｙ（ｚ＝０）平面上
的Ｐｏｉｎｃａｒé映像，其中吸引子的叶片清晰可见，并
且吸引子的叶片被折叠，这就导致了系统复杂的动

力学行为．

图４　系统（１）在控制参数ｃ变化时的动力学仿真

Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｆｏｒ

ｓｐｅｃｉｆｉｃｖａｌｕｅｓｓｅｔ（ａ＝５，ｂ＝４）ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒａ

情形３　考虑固定参数 ａ＝５，ｃ＝２，改变参数
ｂ，ｂ∈［１，２０］，系统关于 ｚ轴的分岔图以及所对应
的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱如图５所示．随着分岔控制参

图５　控制参数ｂ变化的关于

ｚ轴的分岔图及Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱

Ｆｉｇ．５　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｎｄＬｙａｐｕｎｏｖ－ｅｘｐｏｎｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍ

ｆｏｒｓｐｅｃｉｆｉｃｖａｌｕｅｓｓｅｔ（ａ＝５，ｂ＝２）ｖｅｒｓｕｓｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒａ

数ｂ的逐渐增大，系统由不动点突然直接进入一个
较长的含有数个周期窗口的混沌区域，在每一个区

域长短不等的周期窗口内都内嵌着倍周期分岔序
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列，并且都是从周期到混沌的阵发过渡．最后，系统
历经了一段较长的逆倍周期分岔，并且由Ｋａｐｌａｎ－
Ｙｏｒｋｅ猜想公式确定的系统吸引子的分数维数也很
低，以上这两个特征与Ｌｏｒｅｎｚ系统特别类似．
２．２　电路实现

下面设计一个电路来实现这个新的混沌系统

的吸引子．这里设计的电路由三个部分组成，可实
现系统（１）在确定参数下的吸引子，如图６所示．
这三部分将三个状态标量连接成一个整体．运动放
大器，模拟乘法器，线性电阻和电容器等来执行加、

减、乘运算，为了明晰起见，各个电子元件参数标示

在图上．图７为采用 ＥＷＢ软件平台对电路进行仿
真实验的结果．比较图２，图７，不难发现数值仿真
与电路试验观测得到的不同平面上的相图是基本

一致的．

图６　基于ＥＷＢ软件平台的电路图

Ｆｉｇ．６　Ｃｉｒｃｕｉｔｄｉａｇｒａｍｆｏｒｒｅａｌｉｚｉｎｇ

ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｓｙｓｔｅｍｂａｓｅｄｏｎＥＷＢｓｏｆｔｗａｒｅ

图７　实际电路仿真实验图

Ｆｉｇ．７　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｌａｎｅｓ

３　结论

本文构造并研究了一类新的类Ｌｏｒｅｎｚ系统．较
为细致地研究了该系统的一些非线性动力学行为，

其中包括一些基本的动力学特征、分岔、周期窗口

和通向混沌道路等，并对该系统的一个混沌吸引子

设计了实际电路来仿真验证．但是需要指出的是该
混沌系统仍然有许多复杂的动力学行为没有被揭

示出来，因此该系统值得更进一步的研究．
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