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摘要　假定桩基材料服从一种３次非线性本构关系，同时桩被置于弹性基础上，基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的修正

理论和广义Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理，建立了非线性弹性桩基动力学行为分析的数学模型，该模型包括了３个位

移和２个转动．作为该数学模型的应用，在空间上采用中心差分格式，在时间上采用向后差分格式，计算和

分析了非线性弹性桩基受轴力作用时的轴向运动和非线性桩基的平面耦合运动，得到了数值解，考察了非

线性弹性性质对结构动力学响应的影响．

关键词　非线性弹性材料，　Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理，　非线性桩基耦合运动，　动力学响应，　非线性弹性参数

的影响

引 言

桩基是一种重要的工程结构，已广泛地应用于

土木和环境等工程中，近年来吸引了许多研究者的

注意，特别是桩基的非线性动力学行为分析．在大
多数情况下，由于高应变下的土的非线性、桩—土

的剥离和摩擦，桩－土的相互作用以及载荷的传递
过程等因素，桩基的力学行为分析一般是非常复杂

的，采用连续介质力学模型进行研究也是比较困难

的，许多理论与实验研究是基于梁－柱的理论来研
究桩基的动力学行为．王奎华［１－２］曾得到粘弹性桩

基在瞬态或稳态激励力下的时域纵向振动响应解

析解．贾启芬等［３］研究了桩基结构非线性复杂动力

学行为，得到双曲型模型粘弹性土中，粘弹性桩在

非线性参数激励下的动态响应曲线的拓扑结构分

叉图，并讨论了系统参数对结构稳定性的影响．王
宏志等［４］得到了分层土中弹性桩纵向振动的半解

析解．禹金云［５］分析了单桩在轴向扰力作用下的混

沌运动．任九生和程昌钧［６］分析了在地基波动影响

下非线性粘弹性桩的混沌运动．Ｎｏｖａｋ［７］利用小模
型桩进行了桩基动力特性试验研究．Ｒｅｅｓｅ［８］、Ｏ’
Ｎｅｉｌｌ［９］通过由经验或实验得到的土对桩的特殊曲
线来描述土的非线性作用，对桩－土的非线性行为
进行了研究．Ｎａｂｉｌ［１０］和 Ｒｏｌｌｉｎｓ［１１］等用试验方法
研究了受横向荷载作用的砂土和粘土中的桩的特

性．但是，关于非线性桩基动力学响应分析的工作
报道不多．

本文的目的是研究非线性弹性材料桩基的动

力学响应．首先，基于梁的Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ假设和Ｈａｍ
ｉｌｔｏｎ原理建立了用５个广义位移表示的非线性弹
性桩基动力学响应分析的数学模型，其中，假设变

形是小的，桩基的材料由一种３次非线性弹性的本
构关系来描述，同时桩基位于线性弹性的基础上，

采用Ｗｉｎｋｌｅｒ模型来模拟基础对桩基的作用．由于
材料的非线性，因此，控制微分方程和力的边界条

件都是非线性的．作为数学模型的应用，利用有限
差分法求解了非线性桩基的轴向运动和平面耦合

运动，给出了问题的数值解，得到了位移随时间和

空间的变化，同时考察了非线性弹性性质对桩基动

力学响应的影响．

１　基本假设

考察图１所示置于弹性基础上的承受任意横
向载荷作用的结构的动力学问题．设轴为截面的中
性轴，、为截面的惯性主轴．假设结构是等截面的，
面积为，长为，密度为，作用于结构上的载荷的－和
－分量分别为和，同时，在端部受轴向拉力的作用．
根据Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，有如下的位移场

ｕ１＝ｕ（ｘ，ｔ）＋ｙφ（ｘ，ｔ）＋ｚψ（ｘ，ｔ），
ｖ１＝ｖ（ｘ，ｔ），　ｗ１＝ｗ（ｘ，ｔ） （１）
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图１　梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｂｅａｍ

其中，ｕ，ｖ，ｗ是中性轴的位移，φ，ψ是截面的转动
ｙ，ｚ是到中性轴的坐标．

几何关系：当变形较小时，非零的应变分量为

εｘ＝
ｕ
ｘ
＋ｙφ
ｘ
＋ｚψ
ｘ
，γｘｙ＝

ｖ
ｘ
＋φ，γｘｚ＝

ｗ
ｘ
＋ψ

（２）

本构关系：假设桩的材料是一种非线性弹性材

料，并有如下本构关系：

σ＝Ｅ１ε＋Ｅ２ε
２＋Ｅ３ε

３，τｘｚ＝Ｇγｘｚ，τｘｙ＝Ｇγｘｙ（３）

式中，Ｅ１是材料的弹性模量，Ｅ２和 Ｅ３是考虑材料

非线性影响的广义弹性模量．这种本构关系可以描

述某种混凝土材料的力学特性［１２］．

２　Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理

利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理来推导非线性弹性桩

基的位移ｕ，ｖ，ｗ，φ，ψ满足的运动微分方程和边界
条件．

Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理：在满足几何方程、位移边
界条件，并在初始时刻和终止时刻具有指定运动的

一切可能位移中，真实的位移ｕ，ｖ，ｗ，φ，ψ使泛函

Π ＝∫
Ｔ

０

Ｈｄｔ＝∫
Ｔ

０

（Ｕ１＋Ｕ２－Ｗ－Ｔ）ｄｔ （４）

取驻值，其中：Ｔ为结构的动能，Ｕ１和 Ｕ２分别为由
正应变，剪应变引起的应变能，Ｗ表示横向外载荷、
轴向拉力和基础反力所作的功．它们分别定义为
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式中，Ｉｙ，Ｉｚ，Ｉｙｚ，Ｉ
－

ｙ和 Ｉ
－

ｚ分别为横截面对ｙ轴和ｚ轴

的惯性矩和高阶惯性矩，即 Ｉｙ ＝
Ａ

ｚ２ｄＡ，Ｉｚ ＝


Ａ

ｙ２ｄＡ，Ｉｙｚ＝
Ａ
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和κ２是横截面在ｙ和ｚ方向的剪力修正系数，它们
表示对“横截面上剪切应变为常数”的假定的修

正，ｋ为基础的刚度系数．
对各量进行变分，将其结果代入 δΠ＝０中，注

意到在初始时刻和终止时刻结构具有指定运动，因

此，在ｔ＝０和 ｔ＝Ｔ时 δｕ，δｖ，δｗ，δφ，δψ为零．同时
注意到在区域［０，ｌ］中δｕ，δｖ，δｗ，δφ，δψ的任意性，
在力端δｕ，δｖ，δｗ，δφ，δψ的任意性，则可推得广义
位移ｕ，ｖ，ｗ，φ，ψ满足的运动微分方程和端部力的
边界条件．

运动微分方程：
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可见，这是关于位移 ｕ，ｖ，ｗ，φ，ψ的一组耦合的非
线性偏微分方程组．

边界条件由下面的虚功方程给出：

　［ＡＥ１
ｕ
ｘ
＋ＡＥ２（

ｕ
ｘ
）２＋ＡＥ３（

ｕ
ｘ
）３＋ＩｚＥ２（

φ
ｘ
）２＋

ＩｙＥ２（
ψ
ｘ
）２］δｕ｜ｌ０＋［３ＩｚＥ３（

φ
ｘ
）２
ｕ
ｘ
＋３ＩｙＥ３（

ψ
ｘ
）２×

ｕ
ｘδ
ｕ］｜ｌ０Ｎδｕ（ｌ）＋［ＡＧｋ１（φ

ｖ
ｘ
）＋Ｎｖ

ｘ
］δｖ｜ｌ０＋

［ＡＧｋ２（ψ
ｗ
ｘ
）＋Ｎｗ

ｘ
］δｗ｜ｌ０＋［ＩｚＥ１

φ
ｘ
＋Ｉ
－

ｚＥ３（
φ
ｘ
）３＋

２ＩｚＥ２
φ
ｘ
ｕ
ｘ
＋３ＩｚＥ３（

ｕ
ｘ
）２
φ
ｘ
＋３ＩｙｚＥ３（

ψ
ｘ
）２×

φ
ｘ
］δφ｜ｌ０＋［ＩｙＥ１

ψ
ｘ
＋Ｉ
－

ｙＥ３（
ψ
ｘ
）３＋２ＩｙＥ２

ψ
ｘ
ｕ
ｘ
＋

３ＩｙＥ３（
ｕ
ｘ
）２
ψ
ｘ
＋３Ｉｙｚ

４
３Ｅ３（

φ
ｘ
）２
ψ
ｘ
］δψ｜ｌ０＝０ （７）

如果桩的两端均为固定，则当 ｘ＝１，ｌ时，δｕ＝
δｖ＝δｗ＝δφ＝δψ，因此，（７）式成立．如果ｘ＝０或者
ｘ＝ｌ端自由或者给定端部力，则可以分别得到力端
的边界条件．例如，

（１）ｘ＝ｌ端受轴拉力为Ｎ作用时的条件为
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（２）ｘ＝ｌ端不受剪力作用条件为
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（４）ｘ＝ｌ端不受弯矩作用时的条件为
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可以看到，由于材料的非线性，力端的端部条

件也是非线性的．因此，问题的求解是困难的，一般
只能用数值方法求数值解．

初始条件：设桩基在ｔ＜０处于自然状态，且当
ｔ０时满足如下初始条件：

ｕ｜ｔ＝０＝ｕ
０，ｕ｜ｔ＝０＝ｕ

０，ｖ｜ｔ＝０＝ｖ
０，ｖ｜ｔ＝０＝ｖ

０

ｗ｜ｔ＝０＝ｗ
０，ｗ｜ｔ＝０＝ｗ

０，φ｜ｔ＝０＝φ
０，φ｜ｔ＝０＝φ

０

ψ｜ｔ＝０＝ψ
０，ψ｜ｔ＝０＝ψ

０ （９）

其中，ｕ０，ｕ０，ｖ０，ｖ０，ｗ０，ｗ０，φ０，φ０，ψ０，ψ０是仅与坐标
ｘ有关的已知函数，当初始时刻结构处于静止时，
这些函数为零．

３　模型的应用与数值算例

３．１　非线性弹性桩基的轴向运动

（１）控制方程
如果我们只考虑结构轴向运动时，这时运动微

分方程（６）、边界条件（７）和初始条件（８）将给出求
解非线性弹性桩轴向运动的如下的无量纲形式的

运动微分方程初边值问题，即

　
２Ｕ
Ｘ２
＋Ｅ２２

Ｕ
Ｘ
２Ｕ
Ｘ２
＋Ｅ３３（

Ｕ
Ｘ
）２
２Ｕ
Ｘ２
＝

２Ｕ
τ２

（１０ａ）

　Ｕ｜Ｘ＝０＝０，［
Ｕ
Ｘ
＋１２Ｅ２２（

Ｕ
Ｘ
）２＋１３（

Ｕ
Ｘ
）３］｜Ｘ＝１＝Ｎ

（１０ｂ）

　Ｕ｜τ＝０＝０，
Ｕ
Ｔ
｜τ＝１＝０ （１０ｃ）

其中，无量纲量定义为：

Ｘ＝ｘｌ，Ｕ＝
ｕ
ｌ，Ｅ２２＝

２Ｅ２
Ｅ１
，Ｅ３３＝

３Ｅ３
Ｅ１
，Ｎ ＝ＮＡＥ１

，

τ＝ｔＥ１／（ρｌ
２

槡 ） （１１）
（２）数值计算与结果分析
在空间上采用中心差分格式，在时间上采用向

后差分格式，对（１０）进行离散，对于每一个时间步
长得到一组离散化的非线性代数方程，然后采用

Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ迭代方法求解离散化方程组，可
以得到初边值问题（１０）的数值解，数值计算结果
示于图２中．限于篇幅，这里省略了离散化的非线
性代数方程组．计算中的参数给定如下［１２］：

ｌ＝２０ｍ，ρ＝２．４×１０３ｋｇ／ｍ３，Ｅ１＝２．１×１０
１０Ｐａ、

Ｅ２＝５．５×１０
１２Ｐａ、Ｅ３＝２．５×１０

１４Ｐａ，

Ａ＝１ｍ２（ｍ＝ｎ＝０．５ｍ），Ｎ ＝０．００５．

０４２
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图２　Ｕ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．２　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＵｗｉｔｈＸａｎｄτ

（３）参数的影响
由（１１）看到，改变Ｅ１的值将使相关参数发生变

化．当给定外载荷Ｎ时，取Ｅ１为原来数值（Ｅ１＝２．１×

１０１０Ｐａ）的８倍时，位移Ｕ随时间τ的变化曲线示于图
３中．可以看到，随着Ｅ１的增大，位移将减小．

３．２　非线性桩基的平面耦合运动

（１）控制方程
令载荷ｑ＝０时，则桩基在 ｘｙ－平面内发生弯

曲，这时有ｖ＝０，φ＝０．运动方程（６）、边界条件（８）
和初始条件（９）给出求解非线性桩基平面耦合运
动的初边值问题．

无量纲形式的控制方程为

２Ｕ
Ｘ２
＋Ｅ２２
Ｕ
Ｘ
２Ｕ
Ｘ２
＋Ｅ３３（

Ｕ
Ｘ
）２
２Ｕ
Ｘ２
＋ｒ３Ｅ２２

ψ
Ｘ
２ψ
Ｘ２
＋

　２ｒ３Ｅ３３
ψ
Ｘ
２ψ
Ｘ２
Ｕ
Ｘ
＋ｒ３Ｅ３３

２Ｕ
Ｘ２
（
ψ
Ｘ
）２＝

２Ｕ
τ２

Ｇ１ｋ２（
ψ
Ｘ
＋

２Ｗ
Ｘ２
）＋ｐ ＋Ｎ

２Ｗ
Ｘ２
－ｋＷ＝

２Ｗ
Ｘ２

２ψ
Ｘ２
＋３ｒ５Ｅ３３（

ψ
Ｘ
）２
２ψ
Ｘ２
＋Ｅ２２
Ｕ
Ｘ
２ψ
Ｘ２
＋Ｅ２２
２ψ
Ｘ２
Ｕ
Ｘ
＋

２Ｅ３３
Ｕ
Ｘ
２Ｕ
Ｘ２
ψ
Ｘ
＋Ｅ３３
２ψ
Ｘ２
（
（Ｕ
Ｘ
）２３ｒＧ１ｋ２（ψ＋

Ｗ
Ｘ
）＝

２ψ
τ



















 ２

（１２ａ）

端部条件为

Ｕ＝０，　Ｗ＝０，　ψ
Ｘ
＝０，　Ｘ＝０

Ｕ
Ｘ
＋１２Ｅ２２（

Ｕ
Ｘ
）２＋１３Ｅ３３（

Ｕ
Ｘ
）３＋ｒ６Ｅ２２（

ψ
Ｘ
）２＋

　ｒ３Ｅ３３（
ψ
Ｘ
）２
Ｕ
Ｘ
＝Ｎ，Ｘ＝１

Ｗ＝０，　ψ
Ｘ
＝０，　Ｘ＝１ （１２ｂ）

这里，已设ｘ＝０端简支，ｘ＝ｌ受拉力的作用，并在ｚ
方向固定．初始条件为

Ｕ＝Ｕ
τ
＝０，Ｗ＝Ｗ

τ
＝０，ψ＝ψτ

＝０ （１２ｃ）

其中，无量纲参数定义如下：

　Ｘ＝ｘｌ，Ｕ＝
ｕ
ｌ，Ｗ＝

ｗ
ｌ，ψ＝Ψ，Ｅ２２＝

２Ｅ２
Ｅ１
，Ｅ３３＝

３Ｅ３
Ｅ１
，

　ｋ＝ｋｌＥ１Ａ
，Ｎ＝ＮＡＥ１

，ｐ＝ｐｌＥ１Ａ
，Ｇ１＝

Ｇ
Ｅ１
，ｒ＝ｍ

２

ｌ２
，

　τ＝ｔＥ１／（ρｌ
２

槡 ） （１３）
（２）数值计算与结果分析

图３　Ｕ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．３　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＵｗｉｔｈＸａｎｄτ

图４　Ｕ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．４　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＵｗｉｔｈＸａｎｄτ

图５　Ｗ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．５　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＷｗｉｔｈＸａｎｄτ

同样，在空间上采用中心差分格式，在时间上

采用向后差分格式对（１２）进行 离散，对每一个时
间步长得到一组关于Ｕ，Ｗ，ψ的离散化的非线性代
数方程，采用 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ迭代方法求解离散
化方程组，可以得到初边值问题（１２）的数值解，图
３－图５分别示出了Ｕ，Ｗ，ψ随时间τ的变化．限于
篇幅，这里也省略了离散化的非线性代数方程组．
计算中的参数给定如下［１２］：

１４２
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ｌ＝２０ｍ，ρ＝２．４×１０３ｋｇ／ｍ３，Ｅ１＝２．１×１０
１０Ｐａ、

Ｅ２＝５．５×１０
１２Ｐａ、Ｅ３＝２．５×１０

１４Ｐａ，

Ａ＝１ｍ２，Ｎ ＝０．００５，ｐ ＝０．００１，ｋ＝０．

图６　ψ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．６　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆψｗｉｔｈＸａｎｄτ

图７　Ｕ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．７　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＵｗｉｔｈＸａｎｄτ

图８　Ｕ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．８　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＵｗｉｔｈＸａｎｄτ

图９　Ｗ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．９　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＷｗｉｔｈＸａｎｄτ

（３）参数的影响
根据（１３），当给定外载荷 Ｐ和 Ｎ时，取 Ｅ１为

原来数值（Ｅ１＝２．１×１０
１０Ｐａ）的２，８倍时，Ｕ，Ｗ，ψ

随时间τ的变化曲线示于图７－图１２中．可以看

到，随着Ｅ１的增大，位移和转角都将减小．

图１０　Ｗ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．１０　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆＷｗｉｔｈＸａｎｄτ

图１１　ψ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．１１　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆψｗｉｔｈＸａｎｄτ

图１２　ψ随Ｘ和τ的响应

Ｆｉｇ．１２　ＲｅｓｐｏｎｓｅｏｆψｗｉｔｈＸａｎｄτ

４　结论

本文根据Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的假设和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原
理，建立了小变形条件下，３次非线性弹性材料桩
基的动力学行为分析的数学模型．作为该非线性数
学模型的应用，利用有限差分法对非线性弹性桩基

的轴向运动和平面耦合运动的控制方程和边界条

件进行了离散，然后采用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代方法
求解离散化的非线性代数方程组，并由此得到了问

题的数值解，因此，得到了位移随时间和空间的变

化．考察了非线性弹性性质（即广义弹性模量）对
结构动力学响应的影响．可以看到，非线性弹性桩
基的轴向运动和平面耦合运动均是周期运动，非线

性弹性性质增加使得运动的幅值减小，速率变缓．

２４２
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