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时滞反馈 Ｌｉｕ系统的动力学行为

王琳　倪樵　黄玉盈
（华中科技大学力学系，武汉　４３００７４）

摘要　研究了具有时滞反馈项作用的Ｌｉｕ系统．文中针对两种典型的时滞反馈情形，着重分析了时滞参数对

系统动力学行为的影响．研究结果表明，当Ｌｉｕ系统存有时滞反馈时，其动力学行为将变得异常丰富；时滞参

数的改变可引起系统复杂的动力学演化．此外，数值计算还发现了时滞Ｌｉｕ系统的虫洞吸引子．
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引 言

自上个世纪６０年代以来，人们对非线性系统的
分岔与混沌动力学作了大量的研究，并陆续发现一

些重要的现象和机理．多种类型的三维混沌系统受
到国内外学者的广泛关注．Ｓｍａｌｅ［１］在他的一篇论文
中曾指出，二十一世纪将有１８类极具挑战性的数学
问题，其中的１４类问题与Ｌｏｒｅｎｚ吸引子相关，故对
Ｌｏｒｅｎｚ系统和类Ｌｏｒｅｎｚ系统的研究工作具有良好的
应用前景和深远的学术意义．近二十年来，国内外学
者发现了一系列类Ｌｏｒｅｎｚ系统．针对这些非线性系
统，主要研究了其分岔与混沌现象、混沌吸引子的拓

朴结构、混沌同步和混沌控制等［２－８］．最近，Ｌｉｕ等
人［９］提出一种新的类 Ｌｏｒｅｎｚ系统———Ｌｉｕ系统，该
系统具有三维二次型的自治常微分方程组形式．

本文针对Ｌｉｕ系统，试图分析时滞反馈对该系
统动力学行为的影响．由于时滞的引入，Ｌｉｕ系统的
微分方程将改写成含有时滞项的形式．本文将通过
数值方法研究这一时滞反馈系统，并展示时滞 Ｌｉｕ
系统的复杂动力学行为．

１　含时滞反馈的Ｌｉｕ系统

Ｌｉｕ混沌系统由以下三维常微分方程组描述［９］

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ＝ｂｘ－ｋｘｚ
ｚ＝－ｃｚ＋ｈｘ

{ ２

（１）

其中，ａ，ｂ，ｃ，ｋ，ｈ均为系统参数．已有的研究表明，
当参数ａ＝１０，ｂ＝４０，ｃ＝２．５，ｋ＝１，ｈ＝４时，Ｌｉｕ系

统将处于混沌状态，其混沌吸引子如图１所示．

图１　Ｌｉｕ混沌系统

Ｆｉｇ．１　Ｌｉｕｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ

本文采用线性 ＤＦＣ来研究时滞反馈对 Ｌｉｕ系
统的影响，此方法源于 Ｐｙｒａｇａｓ的理论．为此，引入
一个线性的负反馈Ｆ（ｔ）表示如下：

Ｆ（ｔ）＝－Ｋ［ｕ（ｔ－τ）－ｕ（ｔ）］ （２）
其中，τ＞０为时滞；Ｋ＝［Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３］

Ｔ＞０是可调节

的反馈增益向量；ｕ（ｔ）为包含［ｘ，ｙ，ｚ］Ｔ的控制向
量．若将时滞反馈 Ｆ（ｔ）添加到 Ｌｉｕ系统的方程右
端，就得到一个新的时滞反馈系统．其方程如下：

　

ｘ
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ｃｚ＋ｈｘ
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其中，ｔ０为初始时间．上式的时滞系统可由一个初
始参量（ｔ）定解，（ｔ）满足的关系为

ｕ（ｔ）＝（ｔ），ｔ∈［ｔ０－τ，ｔ０］ （４）
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则有

ｕ（ｔ－τ）＝
ｘ（ｔ－τ）
ｙ（ｔ－τ）
ｚ（ｔ－τ
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（６）

故式（３）也可写成如下的形式
ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）－Ｋ１（ｘ（ｔ－τ）－ｘ（ｔ））
ｙ＝ｂｘ－ｋｘｚ－Ｋ２（ｙ（ｔ－τ）－ｙ（ｔ））

ｚ＝－ｃｚ＋ｈｘ２－Ｋ３（ｚ（ｔ－τ）－ｚ（ｔ
{

））

（７）

２　数值分析

为了展示时滞反馈项对 Ｌｉｕ系统动力学行为
的影响，本文采用四阶龙格 －库塔法对方程（７）进
行数值计算，并固定积分步长为０．００２５．数值仿真
时，系统（７）的所有参数都是固定的：ａ＝１０，ｂ＝
４０，ｃ＝２．５，ｋ＝１和 ｈ＝４，但时滞 τ和反馈增益 Ｋ
可根据需要发生改变．此外，系统初始值取为

（ｔ）＝０，　　　　　　－τ＜ｔ＜０；

（ｔ）＝［２．２，２．４，２．０］，　ｔ＝{ ０
（８）

下面将重点讨论两种典型的时滞反馈情形：

（ｉ）仅在ｙ轴方向上添加时滞反馈；（ｉｉ）在 ｘｙｚ三
轴方向上同时添加时滞反馈．
２．１　仅在ｙ轴方向上添加时滞反馈

取Ｋ＝［０，Ｋ２，０］，即仅在ｙ轴方向上添加时滞

反馈．此时，方程（７）可写成
ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ＝ｂｘ－ｋｘｚ－Ｋ２（ｙ（ｔ－τ）－ｙ（ｔ））

ｚ＝－ｃｚ＋ｈｘ
{ ２

（９）

本文主要分析时滞参数 τ对 Ｌｉｕ系统的影响．
不失一般性，取Ｋ２＝５．图２给出了以τ为控制参数
的分岔图．从该图可以看出，当 τ在［０，０．６］这一
区间变化时，系统的动力学行为发生了多次分岔．
当０＜τ＜０．０５５８时，其分岔图上显示为无数杂乱的
点，这对应于系统的混沌运动．然而，在τ≈０．０５５８处
系统的动力学行为却发生了改变，即由混沌突然变为

周期１运动；不仅如此，其幅值也出现了明显的突变
（跳跃）．事实上，这种幅值突变（跳跃）的现象在其它
的某些τ值处也有出现．当τ增至τ≈０．３４５时，系统
进入了概周期运动状态，其典型的相轨线如图３（ｃ）所
示．不仅如此，随着τ的增大，这一概周期运动将逐渐
演化为混沌状态（图３（ｄ））．分岔图还显示此混沌参
数区域内含有周期运动的窗口．例如，当τ＝０．３８５时，

系统处于典型的周期１运动．若继续增大τ的取值，系
统将由混沌运动重新回到周期１状态．当τ＝０．５３时，
系统出现了复杂的多周期形态（图３（ｅ））．值得指出的
是，若进一步增大τ的取值，系统出现了一种新的奇
怪吸引子．这一奇怪吸引子还可以通过相轨线图来展
示，其典型结果如图３（ｆ）所示．从相轨线可以看到，这
一奇怪吸引子与“虫洞”的形状非常相似．若分析它的
功率谱图（图４（ｄ）），可以观察到它的概周期特征．

图２　以τ为控制参数的分岔图

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｗｉｔｈｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆτ

图３　不同τ值下ｙ－ｚ平面上的相轨线图．τ＝０．０３；

τ＝０．１；τ＝０．３４５；τ＝０．３８；τ＝０．５３；τ＝０．５９

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｎｙ－ｚｐｌａｎｅｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓτ．τ＝０．０３；

τ＝０．１；τ＝０．３４５；τ＝０．３８；τ＝０．５３；τ＝０．５９

２．２　在ｘｙｚ轴方向上同时添加时滞反馈
对于式（７）描述的时滞反馈系统，令Ｋ１＝Ｋ２＝

Ｋ３＝５．类似地，基于系统（７）也可以构造以τ为控

５２２
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图４　不同τ值下ｙ的功率谱图．

τ＝０．０３；τ＝０．３４５；τ＝０．３８；τ＝０．５９

Ｆｉｇ．４　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｙｆｏｒｖａｒｉｏｕｓτ．

τ＝０．０３；τ＝０．３４５；τ＝０．３８；τ＝０．５９

图５　以τ为控制参数的分岔图

Ｆｉｇ．５　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｗｉｔｈｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆτ

图６　不同τ值下ｙ－ｚ平面上的相轨线图．

τ＝０．０２；τ＝０．０８

Ｆｉｇ．６　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｎｙ－ｚｐｌａｎｅｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓτ．

τ＝０．０２；τ＝０．０８

制变量的分岔图．对比图５和图２可知，在ｘｙｚ轴方
向上同时添加时滞反馈时，变量ｙ在时滞参数区域
τ内的分岔路径发生了明显的变化．当 τ＜０．０３７８
时，系统处于混沌运动状态；且在 τ≈０．０３７８处突
然出现了周期１运动形态，其幅值也有前述的突变
（跳跃）现象．然而，随着的逐渐增大，系统（７）将由
周期１逐渐演化为一种类似虫洞的吸引子．图 ６
（ｂ）给出了这一吸引子的相轨线图．图７则显示了

其对应的功率谱图．从功率谱图可以看出，系统的
这一运动处于概周期运动状态．

图７　概周期运动的功率谱图，τ＝０．０８

Ｆｉｇ．７　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｑｕａｓｉ－ｐｅｒｉｏｄｉｃｂｅｈａｖｉｏｒｆｏｒτ＝０．０８

３　结论

本文讨论了Ｌｉｕ混沌系统的时滞反馈问题，并
通过数值分析获得一些新的结果．研究表明，由于
时滞反馈的出现，Ｌｉｕ混沌系统的动力学行为可发
生很大的改变．随着时滞量的逐渐变化，从分岔图
上可以得到以下两个结论：（ｉ）时滞的变化可诱发
Ｌｉｕ系统产生周期运动、混沌运动和概周期运动等
复杂的动力学行为；（ｉｉ）若时滞的取值适当，可消
除Ｌｉｕ系统的混沌运动，即将混沌吸引子中的不稳
定周期轨道稳定．因此，本文引入的时滞也可用来

对Ｌｉｕ系统进行混沌控制，使 Ｌｉｕ混沌吸引子控制
在某一个周期状态下．
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