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超混沌 Ｌü系统的线性与非线性耦合同步

贾贞　邓光明
（桂林工学院数理系，桂林　５４１００４）

摘要　针对由Ａｉｍｉｎｃｈｅｎ等人最近提出来的一个新的超混沌系统—超混沌 Ｌü系统的同步问题展开研究．

对两个恒同的超混沌Ｌü系统，分别给出了它们在线性耦合和非线性耦合情形下在全局范围内实现同步的

充分条件，用Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法从理论上证明了结论，并用数值仿真验证了理论结果．
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引言

自从１９９０年 Ｌ．Ｍ．Ｐｅｃｏｒａ和．Ｌ．Ｃａｒｒｏｌｌ首次
提出了混沌同步的思想［１］，并给出了一种混沌同步

的有效方法，十多年来，随着混沌系统同步研究的

不断深入，人们先后提出了诸多混沌同步的方法，

如线性耦合方法，反馈方法，自适应方法，反步法等

等［２～１０，１２～１４］．由于混沌同步在保密通讯和振荡发
生器设计等许多领域都有着巨大的应用前景，混沌

控制与同步的研究现今已成为非线性动力学的一

个重要而热门的领域．
目前，人们对线性耦合同步研究比较多，而对非

线性耦合同步研究比较少见．本文针对 Ａｉｍｉｎｃｈｅｎ
等提出来的超混沌Ｌü系统［１１］的线性和非线性耦合

同步问题展开研究．分别给出了两个恒同的超混沌
Ｌü系统在线性耦合和非线性耦合情况下实现同步
的充分条件．用Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法［５］从理论上证明了结

论，并通过数值仿真验证了控制方法的有效性．

１　超混沌Ｌü系统

最近，由 Ａｉｍｉｎｃｈｅｎ等人在研究 Ｌü系统的控
制过程中，用状态反馈的方法，在Ｌü系统中增加一
个新变量，获得了一个新的超混沌系统，称为超混

沌Ｌü系统，其具体描述如下：
ｘ１＝ａ（ｘ２－ｘ１）＋ｘ４
ｘ２＝－ｘ１ｘ３＋ｃｘ２
ｘ３＝ｘ１ｘ２－ｂｘ３
ｘ４＝ｘ１ｘ３＋ｄｘ










４

（１）

其中ａ，ｂ，ｃ是Ｌü系统的参数，ｄ是控制参数．
随着参数ｄ的逐渐增大，系统由周期轨道变为

混沌状态，然后再变为超混沌状态．当系统参数取
值为ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，－０．３５＜ｄ１．３０时，系
统（１）有两个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为正，而所有Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数之和为负，系统处于超混沌状态．当时的超混
沌吸引子如下图１所示．

图１　超混沌Ｌü系统的吸引子

Ｆｉｇ．１　Ｌüｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ

２　两个恒同的超混沌Ｌü系统的耦合同步

将系统（１）写成矩阵形式如下：
ｘ＝Ａｘ＋ｆ（ｘ） （２）
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其中ｘ＝［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４］
Ｔ，

Ａ＝

ａ ａ ０ １
０ ｃ ０ ０
０ ０ ｂ ０
０ ０ ０











ｄ

，ｆ（ｘ）＝

　０
ｘ１ｘ３
ｘ１ｘ２
ｘ１ｘ













３

．

考虑与系统（２）耦合的系统：
ｙ＝４ｙ＋ｆ（ｙ）＋Ｋ（ｘ－ｙ） （３）
记系统误差 ｅ＝ｙ－ｘ＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４］

Ｔ，ｅｉ＝ｙｉ
－ｘｉ，ｉ＝１，２，３，４．
则耦合系统（３）与（２）的误差系统为：
ｅ＝Ａｅ＋（ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ））－Ｋｅ （４）

这里，ｆ（ｙ）ｆ（ｘ）＝

　　０
ｙ１ｙ３＋ｘ１ｘ３
ｙ１ｙ２ｘ１ｘ２
ｙ１ｙ３ｘ１ｘ













３

＝

０ ０ ０ ０
ｙ３ ０ ｘ１ ０

ｙ２ ｘ１ ０ ０

ｙ３ ０ ｘ１













０

×

ｅ１
ｅ２
ｅ３
ｅ














４

Λ
＝
Ｂｅ，Ｂ＝

０ ０ ０ ０
ｙ３ ０ ｘ１ ０

ｙ２ ｘ１ ０ ０

ｙ３ ０ ｘ１













０

．

耦合系统（３）与（２）同步是指当 ｔ→ ＋∞时，系
统误差ｅｉ→０（ｉ＝１，２，３，４），即有 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｅ＝０．

２．１线性耦合同步
一般地，在系统（３）中我们取为一常值矩阵，这时称

系统（３）与（２）是线性耦合的．为了控制器简便起见，我们
取Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４），ｋｉ＞０（ｉ＝１，２，３，４）为待定参数．

则误差系统（４）为
ｅ＝Ａｅ＋Ｂｅ－Ｋｅ （５）
由于超混沌系统（２）是有界的，记Ｍ＝ｍａｘ

ｘｉ∈（２）
ｉ＝１，２，３，４

｛｜ｘｉ｜｝＝

ｍａｘ
ｙｉ∈（２）
ｉ＝１，２，３，４

｛｜ｙｉ｜｝，且记珓ｅ＝［｜ｅ１｜，｜ｅ２｜，｜ｅ３｜，｜ｅ４｜］
Ｔ．因为

ｅＴＢｅＭ珓ｅＴＢ１珓ｅ＝Ｍ珓ｅ
ＴＢ
～
珓ｅＭλｍａｘ（Ｂ

～
）珓ｅＴ珓ｅ＝Ｍλｍａｘ（Ｂ

～
）ｅＴｅ

其中 Ｂ１ ＝

０ ０ ０ ０
１ ０ １ ０
１ １ ０ ０











１ ０ １ ０

，Ｂ
～
＝１２（Ｂ１ ＋Ｂ

Ｔ
１）＝

０ ０．５ ０．５ ０．５
０．５ ０ １ ０
０．５ １ ０ ０．５
０．５ ０ ０．











５ ０

，λｍａｘ（
．）为（．）的最大特征

值．记ｍＢΛ＝λｍａｘＢ
～
≈１．５６６３，则有ｅＴＢｅＭｍＢｅ

Ｔｅ．又记

ｍＡ＝λｍａｘ（
Ａ＋ＡＴ
２ ），因 Ａ为常值矩阵，故 ｍＡ为一定

值．如当Ａ＝

－３６ ３６ ０ １
０ ２０ ０ ０
０ ０ －３ ０











０ ０ ０ １

时，ｍＡ≈２５．２８７５．

取Ｌｙａｐｕｎｏｖｅ函数

Ｖ（ｅ）＝１２ｅ
Ｔｅ

它沿误差系统（５）对ｔ的导数为

Ｖ·＝ｅＴｅ＝ｅＴ（Ａｅ＋Ｂｅ－Ｋｅ）ｅＴＡ＋Ａ
Ｔ

２ ｅ＋

　ＭｍＢｅ
Ｔｅ－ｅＴＫｅｍＡｅ

Ｔｅ＋ＭｍＢｅ
Ｔｅ－ｅＴＫｅ＝

　ｅＴ（ｍＡＩ＋ＭｍＢＩ－Ｋ）ｅΛ＝ｅ
ＴＰｅ

其中Ｐ＝ｄｉａｇ（ｍＡ＋ＭｍＢ－ｋ１，ｍＡ＋ＭｍＢ－ｋ２，ｍＡ＋
ＭｍＢ－ｋ３，ｍＡ＋ＭｍＢ－ｋ４）．

显然当 ｋｉ满足 ｋｉ＞ｍＡ＋ＭｍＢ（ｉ＝１，２，３，４）

时，Ｐ负定，从而Ｖ· 是负定的．此时误差系统（５）在
原点全局渐近稳定，即对于任意的初始条件 ｘ（０）
和ｙ（０），均有 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｅ＝０．于是有以下定理：

定理１　当系统（３）中耦合强度矩阵 Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ１，
ｋ２，ｋ３，ｋ４）满足ｋｉ＞ｍＡ＋ＭｍＢ（ｉ＝１，２，３，４）时，耦合
系统（３）和（２）在全局范围内同步．
注１　定理１给出的是耦合系统（３）与（２）同步的
充分条件．事实上，在更弱的条件系统也能实现同
步（后面的数值仿真将进一步说明）．
注２　以上线性耦合的方法需要估计系统（２）的
界，而目前系统（２）确切的界未知．为克服这点不
足，以下提出了非线性耦合同步的方法．
２．２　非线性耦合同步

在耦合系统（３）中取为状态变量的函数矩阵

Ｋ＝

珓ｋ１ －ｙ３ ｙ２ ｙ３
０ 珓ｋ２ ０ ０

０ ０ 珓ｋ３ ｘ１
０ ０ ０ 珓ｋ













４

，其中珓ｋｉ０（ｉ＝１，２，３，４）为

待定参数，这时称系统（３）与（２）是非线性耦合的．
此时误差系统（４）为
ｅ＝Ａｅ＋（Ｂ－Ｋ）ｅ （６）

其中ＢＫ＝

珓ｋ１ ｙ３ ｙ２ ｙ３
ｙ３ 珓ｋ２ ｘ１ ０

ｙ２ ｘ１ 珓ｋ３ ｘ１
ｙ３ ０ ｘ１ 珓ｋ













４

，则有
１
２［（ＢＫ）＋

１２２
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（ＢＫ）Ｔ］＝ｄｉａｇ（珓ｋ１，珓ｋ２，珓ｋ３，珓ｋ４）Λ＝珓ｋ

取Ｌｙａｐｕｎｏｖｅ函数

Ｖ（ｅ）＝１２ｅ
Ｔｅ

它沿误差系统（６）对ｔ的导数为

Ｖ·＝ｅＴｅ＝ｅＴＡｅ＋ｅＴ（ＢＫ）ｅ＝ｅＴＡ＋Ａ
Ｔ

２ ｅ＋ｅＴＫ
～
ｅΛ＝Ｐ

～
ｅ

其中Ｐ
～
＝

ａｋ１ ａ／２ ０ １／２

ａ／２ ｃｋ２ ０ ０

０ ０ ｂｋ３ ０

１／２ ０ ０ ｄｋ













４

．

要使Ｐ
～
负定，珓ｋ１，珓ｋ２，珓ｋ３，珓ｋ４必须同时满足以下

条件：

（Ⅰ）Δ１＝－ａ－珓ｋ１＜０

（Ⅱ）Δ２＝（ａ＋珓ｋ１）（ｋ２－ｃ）－
ａ２
４＞０

（Ⅲ）Δ３＝－（ｂ＋珓ｋ３））Δ２＜０

（Ⅳ）Δ４＝（ｄ－珓ｋ４）Δ３－
１
４（ｋ２－ｃ）（ｋ３＋ｂ）＞０ （７）

于是可取珓ｋ１＝珓ｋ３＝０且

珓ｋ２＞ｃ＋
ａ
４，
珓ｋ４＞ｄ＋

珓ｋ２－ｃ
４ａ（珓ｋ２－ｃ）－ａ

２ （８）

此时，Ｐ
～
负定，从而 Ｖ· 是负定的．故误差系统

（６）在原点全局渐近稳定，即对于任意的初始条件
ｘ（０）和ｙ（０），均有 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｅ＝０．于是有以下定理：

定理 ２　当系统（３）中 Ｋ＝

０ －ｙ３ ｙ２ ｙ３
０ 珓ｋ２ ０ ０

０ ０ ０ ｘ１
０ ０ ０ 珓ｋ













４

且

珓ｋ２，珓ｋ４满足条件（８）时，耦合系统（３）与（２）在全局
范围内同步．

３　数值仿真

在以下数值仿真实验中系统参数取，初始值均

取为，，且各方程均用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法求解．
图２给出了系统（３）与（２）在耦合强度和均分

别取［０，１００，０，１００］这组值时，分别在线性和非线性
耦合情形下的误差衰减情况，说明两系统趋于同步．

图３给出了耦合系统（３）与（２）在耦合强度和
均取［０，２１，０，２］这组值时，分别在线性和非线性
耦合情形下的误差衰减情况．

图２　线性耦合时误差图；非线性耦合时误差图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｏｆｌｉｎｅａｒｌｙｃｏｕｐｌｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ；

Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｌｙｃｏｕｐｌｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

图３　线性耦合时误差图；非线性耦合时误差图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｏｆｌｉｎｅａｒｌｙｃｏｕｐｌｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ；

Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｌｙｃｏｕｐｌｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

从图可见，（ⅰ）定理１和定理２给出的是同步
的充分条件，实验中的取值均比定理条件弱，仍实

现了同步，说明同步条件可以减弱．（ⅱ）对图３与

２２２
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图２进行比较可见，对于线性耦合情形增大耦合强
度并不一定提高系统趋向同步的速度，而对于非线

性耦合情形增大系统趋向同步的速度加快．

４　结论

本文分别给出了两个恒同的超混沌Ｌü系统在
线性耦合和非线性耦合情况下实现全局同步的充

分条件．用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法从理论上证明了结论，并
通过数值仿真验证了控制方法的有效性．
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