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)*法在多域声学分析中的应用

彭伟才 何 锃

（华中科技大学力学系，武汉 ’%""+’）

摘要 描述了振动声系统建模技术的基本概念 (根据域分解的连续性条件，讨论了界面的压力和速度连续

以及阻抗连续，应用加权余量法推导了两者的耦合模型 (并用 ,-./.0.123.4567 8 ( 8 进行了有限元数值模

拟，计算结果与有限元结果符合得较好 (通过比较两种连续性条件，发现前者更适合较小的计算模型而后者

更适合较大的计算模型 (最后对域分解提出了几个简单优化原则 (
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引言

当今分析声和结构$声（耦合）的数值方法中基

于单元技术的主要是有限元和边界元 (有限元法

（>4-）［&］将声域离散成大量单元，每一个单元上的

动力学变量采用简单、近似的形函数（多项式）来描

叙 (边界元法（*4-）［!］将声域的边界离散成大量单

元，每一个边界单元上的动力学变量采用简单、近

似的形函数来描叙，场变量由边界变量的近似值通

过边界积分方程得到 (

由于每一个单元上的变量采用近似的形函数

描叙，为了达到要求的精度，需要大量的单元 (随着

频率的增加，发散误差也增加，于是网格密度和迭

代次数（为了达到要求的精度）也随着频率增加 (因

此，基于单元的方法在分析声和结构$声问题时通

常被约束在低频段 (

近年来，)*（)?76 @?A6B）法得到了发展 ( )*

方法由 C ( D ( ,6E76F G 噪声和振动研究组基于间接

9:6;;<=［%，’］方法推导而来 (与基于单元的方法相比，

结构和声域都不需要划分成更小的单元，整个域内

的动力学变量（结构的位移或者声压）由精确满足

动力学方程齐次部分的波函数和满足非齐次动力

学方程的特解函数组成 (波函数的常数系数通过加

权余量法或者最小二乘法得到 ( H6AI6< 等人已经证

明了 )*法在收敛速度和精度方面要优于有限元

法［8，#］( )* 法的一个特点是可以推广到中频段的

频率计算 (因为低频段可采用有限元以及高频段采

用统计能量法，而中频段还没有比较适用的方法 (

)*法收敛的一个充分非必要条件是所求声

域为凸形（JKF76L）(对于非凸形的声域要分解成许

多的子域（凸形）(子域之间通过连续性条件进行耦

合 (本文讨论了这种方法在二维声问题中的应用 (

! 基本理论

! "! 定义

)*方法的详细推导可参考文献［+］(考虑一个

!H的凸形有界声域!，如图 & 所示，其密度为"和

声速为 ! (声域! 的载荷条件：&）在 !" 点受到源强

度幅值为 " 的点源；!）给定的边界条件 (域!内一

点 !（ #，$）的压力 % 的非齐次 M6NIOKN<=方程

（# P &!）%（ !）Q G ’$"%（ !，!"），! ! "!（&）

图 & !H声学模型

>RS ( & !H ?JKEA<RJ IKB6N

其中#为 ,?TN?J6算子，& Q $/ !为声学波数，

$为圆周频率，’ Q G$ &为虚数单位，%为迪拉克%
函数 (边界由三类不重叠的部分组成（& Q&% %&(
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!!!），边界条件定义如下

"（ !）!""，# ! $""

#
#$
%"（ !）
%$ !"%$，# ! $"%

#
#$
%"（ !）
%$ ! "（ !）"&&，# ! $"! （#）

其中%$%$ 表示外法线方向 " 的导数 %

! "# 压力的近似值

全场定义的基函数%’ 的线性组合以及特解函

数 (" ) 作为精确解的近似值

"（ !）’ ("（ !）! (
$’

’ ! &
&’（ !）"’ ’ (" )（ !）

! !（ !）# ’ (" )（ !），# ! $’ （(）

向量 # 中的 "’ 表示未知系数，向量" 中的基

函数"’ 是方程（&）的齐次解 %因此压力的近似值 ("

优先满足非齐次 )*+,-.+/0方程，这也是间接 12*33/0

法的重要特征 %

波函数在坐标轴方向为余弦函数，所以波函数

"’ 可以写成分量形式为

!’（ *，+）!
4.5（ ,-，**）*67（8 #,-，++）

*67（8 #,.，**）4.5（ ,.，++
{ ）

（9）

其中 ,’，* 和 ,’，+ 满足

,#
’，* ’ ,#

’，+ ! ,# （:）

波数 ,’ !（ ,’，*，,’，+）以及 ’ ! -，. 定义为

,- !
-(
/*
，; ,# 8 ,#

-，)( )* ，# - ! <，&，⋯，$-

,. ! ; ,# 8 ,#
.，) +，

.(
/( )

+
，# . ! <，&，⋯，$.

（=）

/* 和 /+ 表示包围域’ 的最小有界矩形的长

度 %波模型的自由度个数 $’ ! #（ $- ’ &）’ #（ $. ’

&）%可以证明当 $’ * > 时，近似解（(）收敛于精确

解 %由于只有有限个波函数才能用于数值计算，这

就要用到截断，截断法则为

$-

/*
’

$.

/+
+ 0 ,

(
（?）

其中 0（+ #）为定义的截断参数 %

在点 !) 作用源强幅值为 ) 的点源，可求解出自

由空间响应的特解函数 (" )
［@］

(" )（ !）!
&
9#$$%（#）<（ &, ! 8 !),） （@）

其中 1（#）< 为第二类零阶汉克耳函数 %

! "$ 波模型

压力近似值-2 满足 )*+,-.+/0 方程，它包括齐

次解和特解的线性组合 %因此，由边界条件（#）可

以确定未知波系数 "’ %通过积分的形式使压力近

似值." 满足边界条件（#），而得到波模型 %积分公式

由加权余量法获得 %

在声学边界条件的加权余量公式中，三个残余

误差函数为

3"（ !）! ("（ !）8""（ !），# ! $""

3%（ !）!
#
#$
%("（ !）
%$ 8"%$（ !），# ! $"%

3!（ !）!
#
#$
%("（ !）
%$ 8 ("（ !）"&&（ !，# ! $"!

（A）

得到加权余量公式为

/"%

."3% B" ’/""

8 #%."
%$ 3" B" ’/"!

."3! B" ! <

（&<）

其中." 为加权函数 %与有限元中的伽辽金方法相

似，权函数." 可以是基函数"’ 的线性组合 %

."（ !）! (
$’

’ ! &
!’（ !）4’ ! !（ !）’，# ! $’

（&&）

其中 4’ 为任意权函数的系数 %将压力近似值 ("

和权函数." 代入加权余量公式中（&<）%对任意的系

数 ’，方程都必须成立，得到 $’ C $’ 的 DE模型

(# ! ) （&#）

其中对称矩阵 ( 定义为

( !/"!
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系统向量 ) 定义为

) ! 8/"!

! #
#$
%(")

%$ 8
(")
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! "%$ 8 #
#$

( C

%(" )

% )$ B" 8/""

#
#$
%!
%$（
"" 8 (" )）B" （&9）

# 域分解的连续性条件

DE法收敛的一个充分条件是域’ 必须是凸

形的，如果不是凸形的，则把它分成两个（或者多

个）不重叠的凸形的子域，如图 #所示的’& 和’# %
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每个子域!!（ ! ! "，#）由边界"! 围绕 $边界由四个

不重叠的部分组成（"! ! "!
" !"

!
# !"

!
$ !"

!
%）$边

界"! %"!
% 上的边界条件在（#）式中已定义 $两个子

域的公共边界满足""
% ! ""

% $

图 # 两个子域的域分解模型

&’( $ # )*+,’- ./0*+1*2’3’*- *4 35* 267.*+,’-2

每个子域的压力表达式与（8）式类似

"!（ !!）" &"（ !!）! #
’(

( ! "
#(!（ !!）"(! 9 &" !)（ !!）

! !!（ !!）"! 9 &" !)（ !!），$ !! %!!，

（ ! ! "，#） （":）

! "# 压力和速度的连续性条件

在交界面上，需同时满足压力和速度的连续性

条件 $它们的数学描叙为

压力连续

""（ !"）! "#（ !#），$ !! %$
!
% （ ! ! "，#）

（";）

速度连续
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根据声学边界条件的加权余量公式，定义在界面上

的新的残余误差函数为

+%" ! ""（ !"）< "#（ !#），$ !! %$
!
%，
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对两个子域分别采用加权余量法（"@）

子域!"

’$
"
#

(" " +# .$ 9’$
"
"

< *
%&
&(" "

&’" +" .$ 9’$
"
$

(" " +$ .$ 9

’$
"
%

*
%&
&(" "

&’" +%" .$ ! @ （#@）

子域!#
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得到两个子域的耦合模型为

（#" 9 $""） $"#

$#" （## 9 $##
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其中 #! 和 %!（ ! ! "，#）表示非耦合的子域的模型

矩阵和向量（"#）$模型的系数 $ 和 & 表示耦合矩阵

和耦合向量 $

基于压力和速度连续性条件的耦合矩阵和耦

合向量为
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! "! 阻抗连续性条件

第二种施加界面连续性的方法是应用压力和

速度的线性组合，我们称之为“等价速度”

*
%&
&"（ !）
&’ < "（ !）%)-% （#B）

因为它的表达式类似阻抗边界条件，所以这种

耦合两个声域的方法可称为阻抗耦合 $

阻抗连续性条件 "

*
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&""（ !"）
&’" < ""（ !"）%)-% ! < *

%&
&"#（ !#）
&’# <

"#（ !#）%)-%，$ !! %$
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阻抗连续性条件 #
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根据声学边界条件的加权余量公式，得到新的

残余误差函数
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对两个子域分别采用加权余量法（%*）

子域$%
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得到类似式（!!）的耦合矩阵模型 .其中 "& 和

#&（ & $ %，!）同样表示非耦合的子域的模型矩阵和

向量（%!），模型的系数 $ 和 % 表示耦合矩阵和耦合

向量 .

基于阻抗连续性条件的耦合矩阵和耦合向量

为
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其中"$% 决定“等价速度”中速度项与压力项相

比的相对重要性 ."$% 越大则速度项占主导，相反则

压力项占主导 . 0 . 12345678等［,］研究了基于 /7699:;

方法的多域声学问题，通过分析简单的矩形腔的动

力学响应确定了"$% 参数对收敛的影响，本文取"$%

$ !, .

<0 法采用直接方法耦合两个子域 . 因为

=625>?2:;方程为二阶的偏微分方程，所以为了求

解则需在每个子域的耦合界面上给定一个边界条

件 .例如在压力和速度边界条件中，压力 "! 可以认

为是 子 域 $% 的 界 面 %%
% 的 载 荷；法 向 速 度

@ !!"% A!"!#% 可以认为是子域$! 的界面%!
% 的载

荷 .

! 数值算例和讨论

考虑一个 B形（非凸形）的 !C声学问题，如图 -

所示 .域的尺寸为 - $ % 5，. $ - 5 .左边部分的上

边界施加法向速度分布’(# $ % 5A8，其余边界条件

为刚性壁’(# $ * 5A8 .空气密度为! $ % .!!D EFA5-，

声速 , $ -G* 5A8 .

图 - B形声域（!C）

HIF . - !C JK?38:IK L7?M265 NI:> B@8>JL6+ +?5JIO

同时用有限元法计算了 ! 种情况下的压力响

应预报 .（%）采用 %!D** 个线性四边形单元，网格尺

寸 / $ ! K5（9IO6 HPQ）；（!）采用 D**个线性四边形

单元，网格尺寸 / $ %* K5（K?J786 HPQ）.有限元计

算程序为 RSRTUVRP W6X D .D .图 G 为分解示意图 .

%)!第 - 期 彭伟才等：<0法在多域声学分析中的应用



图 !频率为 "## !"时压力虚部的分布，实部因为很

小忽略 #

图 $ %个子域的分解图

&’( # $ )*+,’- ./01’2’.’*- 3*4 56.7,891 1*+,’-

图 : $;; !"时压力虚部的分布［<,］

&’( # : =+,(’-,4> 8,4? *3 849../49 1’.?4’0/?’*-［<,］

计算过程中发现，在 @ A B;; !" 范围内，连续

性条件采用压力和速度连续，则求解能得到较好的

结果，因为在这个频率范围内的计算模型较小（CD
模型的最大 )E&数为 FF个）；对于较高的频率采用

阻抗连续性条件则能得到收敛的结果，因为较高频

率的计算模型较大（CD 模型的 )E& 数超过 @:;

个）#
图 F为点!的压力响应预报，计算的频率步长

" $ G @，计算的频率范围为 @ A $;; !" #从结果来

看，CD法计算结果与精细有限元模型（理论上可计

算到 %HBB !"）结果完全吻合；而比较粗糙的有限元

模型（理论上可计算到 :FF !"）在 @ A %:; !" 内结

果较好，高于 !"后偏差较大 #从结果可知在计算量

方面，CD法与有限元法相比有巨大优势 #本文还应

用 IJIKE=IL的边界元模块计算了本例，计算中采

用 %$;; 个线单元得到与精细有限元模型较符合的

结果，但计算时间较长 #计算中发现边界元法对峰

值的模拟不如 CD法 #在计算量方面，CD法与边界

元法相比仍有较大优势，且随着计算频率的增加这

种优势更明显 #边界元法中的边界积分一般采用非

积分方式得到，所以实际的收敛速率要低于 CD 法

的收敛速率 #

图 F 点 ! 的压力响应预报

&’( # F <49../49 49.8*-.9 8491’M?’*- 3*4 8*’-?!

以上只研究了两个域的耦合问题，同样可以采

用类似的方法扩展到多个域的耦合问题 #对于多个

域的耦合问题，为了保证收敛需要对域分解作优化

处理 #优化的基本原则是调整子域个数与形状之间

的平衡，有以下几个简单的原则：@）子域的总数和

小子域的个数要最少；%）避免非常不规则的子域

以及最大子域和最小子域的面积之比过大 #

! 结论

本文讨论了 CD 法在非耦合声问题（%)）中的

应用 #因为 CD法收敛的一个充分非必要条件是所

求声域为凸形（M*-29N）#对于非凸形的声域要分解

成一定数量的子域（凸形）#子域之间通过连续性条

件进行耦合 #本文讨论两种连续性条件：压力和速

度连续以及阻抗连续，结果表明压力和速度连续条

件适合于较小的模型，而阻抗连续条件适合较大的

模型 #

域分解提高了 CD 法的适用范围 #然而，在实

际中不规则形状域的细分变得不可能或者需要大

量的子域 #在这种情况下，需要考虑子域数目和形

状之间的平衡 #因为域分解会影响 CD 法的精度和

收敛速度，子域的不规则几何形状将会引起非单调

的收敛行为 #本文最后提出了域分解的几个简单优

化原则 #
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