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平方非线性振动方程的渐近解及其数值验证

蔡 萍 马米花

（漳州师范学院数学系，漳州 (&("""）

摘要 改进的 )*+,-./,.$01*+2345（)$0）法在传统的 )$0法的基础上，对频率的展开式作了改进；卷积分法则提

供了一个求近似解的迭代格式 ’本文首先用这两种方法求得平方非线性振动方程的二阶渐近解，并用 0*234,

逐步逼近法证明由卷积分法得到的渐近解在有限的时间上是一致收敛的 ’其次，一种数值阶验证技术证实

求得的二阶渐近解对小参数都是一致有效的 ’最后，对这两种渐近解进行误差的数值比较，结果表明它们对

大参数无效，并简明分析其失效的原因 ’因此，这两种方法在平方非线性振动方程中的应用受到小参数的限

制 ’
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引言

经典的摄动法被广泛应用于研究非线性振动

方程［% 6 (］’但是，这种方法只能解决带有小参数的

问题，从而使其在应用上受到限制 ’为了克服这一

限制，近年来已提出许多改进的方法 ’例如，对 789$

9*+:方程［% 6 (］，用改进的 )$0 法［;］和卷积分法［#］得

到的渐近解已被证实其不仅对小参数一致有效，而

且对大参数也一致有效 ’最初由 <1-=/> 提出的数值

阶验证技术可用于验证渐近解的定量精确度以及

精确度的阶［&］’文［?］用 )$0 法求得某个来源于广

义相对论的非线性方程的渐近解，修正了 <1-=/> 的

方法，并从数值上验证渐近解一致有效 ’考虑平方

非线性振动方程

!" @ " @!"! A "，"（"）A #，$"（"）A " （%）

其中，“·”表示对时间 % 的求导，!是正的参数 ’

按照改进的 )$0 法［B］，引入新的自变量" A

#%，方程（%）变为

#! "C @ " @!"! A "，"（"）A #，"D（"）A "

（!）

其中，“D”表示对"求导 ’把 "和#! 都展成的幂级数

形式，即

"（"）A ""（"）@!"%（"）@!! "!（"）@ ⋯（(）

#! A #!
" @!#% @!!#! @ ⋯ （;）

把等式（(），（;）代入方程（!）得

#!（ "C" @!"C% @!! "C! @ ⋯）@（#! 6!#% 6

!!#! 6 ⋯）（ "" @!"% @!! "! @ ⋯）A

6!（ "" @!"% @!! "! @ ⋯）! （#）

比较等式两边同次幂的系数可得线性微分方程组

"C" @ "" A " （&）

"C% @ "% A #%

#!
"" 6

"!
"
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"C! @ "! A #!

#! "" @#%

#! "% 6 !
#! "" "% （B）

对上述方程组利用消去久期项的附加条件，便能逐

次确定各未知函数 ’
对于卷积分法［#］，考虑非线性振动系统

!" @ &（ "）A "，"（"）A #，$"（"）A " （E）

假设系统的自然频率为，则其精确解为

"（ %）A #21-#% @ %
#!

%

"

［#! "（"）6 &（ "（"））］F

-*+#（ % 6"）," （%"）

其中，
%
#!

%

"

［#! "（"）6 &（ "（"））］-*+#（ % 6"）,"称为

卷积分 ’对方程（%），取 &（ "）A " @!"! ’
取 "" A #21-#%，利用迭代式

"’ A #21-#% @ %
#!

%

"
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可获得更高阶的近似解 !

! 平方非线性振动方程的渐近解

按照改进的 "#$ 法［%］，可以求得方程（&）的二

阶渐近解为

!"#$% ’ !( )!!& )!* !* （&&）

其中

!( ’ &+,-"’ （&*）

!& ’ &*

."*（*+,-"’ ) +,-*"’ / 0） （&0）

!* ’ &0
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0+,-0"’ / 1%） （&1）

" ’ &
. &% ) 0 0. / &*(&*!!! * （&3）

同样地，按照卷积分法［3］迭代得到方程（&）的二阶

近似解为

!"#$% ’ &
*&.(".（&(%(&

*!"* / 4*(&*!*"* /
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其中
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我们可以证明由卷积分法得到的近似解在有

限的时间上是一致收敛的 !

定理 ! 对非线性振动系统（2），若 (（ !）在

)：( " ’ " *，5 ! / !( 5" " 上连续，则由卷积分

法迭代得到的近似解｛!+｝在 (" ’" *上是一致收

敛的 !

证明 由卷积分法迭代得到的近似解为

!+ ’ &+,-"’ ) &
"#

’

(

［"* !+/ &（#）/

(（ !+/ &（#））］-67"（ ’ /#）8#，

+ ’ &，*，0⋯

令

,（#，!）’［"* !（#）/ (（ !（#））］-67"（ ’ /#）

下证函数序列
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在 ( " ’ " * 一致收敛 !

考虑级数 !(（ ’）)$
:
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其中，. 是 ,（#，!）的界，即 5 ,（#，!）5" .，%（#，

!）& )
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其中，/ 是’,
’! 的界，即

’,（#，!）
’! " /，%（#，!）&

)

设对于正整数 +，如果 5 !+ / !+/ & 5"
./+/ &

+！"+ ’
+ 成立，

则
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所以，对所有的正整数 0，有

5 !- / !-/ & 5"
./0/ &

0！"0 ’
-
"

./0/ &

0！"0 *
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显然，正项级数$
:

0 ’ &

./0/ &

"0
*0

0！收敛，所以$
:

0 ’ &

［ !0（ ’）

/ !0/ &（ ’）］在 ( " ’ " * 一致收敛 !

因此，部分和 !(（ ’）)$
+

- ’ &

［ !-（ ’）/ !-/ &（ ’）］’ !+ 在
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! ! ! ! " 上一致收敛 "

显然，#（ $）# $ $!$% 满足定理条件 "

! 渐近解的数值阶验证

首先简要介绍 &’()*+的数值阶验证技术［,］"假

设非线性振动方程的渐近解为

$%&’(（ !，!）# $!（ !）$!$-（ !）$

!% $%（ !）$ ⋯ $!)$)（ !）$

*（!)$ -） （-.）

设渐近解的误差为

+,,-, # +)（ !，!）# / $.$%/!（ !，!）0

$%&’(（ !，!）/ # $.$%/!（ !，!）0

"
)

0 # !
!0$0（ !） # *（!)$ -）# 1!)$ - （-1）

其中 1 是常数 "对方程（-1）两边同时取对数得到

)’2（+,,-,）# )’2（+)）# )’21 $（) $ -）)’2!
（%!）

如果对小参数!和某个固定值 ! # !!，+) 的阶是

*（!)$ -），那么 )’2+) 作为 )’2!的函数是线性的且斜

率为 ) $ - "这样对不同的!值，画出 )’2+) 与 )’2!
的关系图时，这些点应近似在一条直线上，且用最

小二乘法拟合的直线的斜率近似为 ) $ - "

由于误差在不同的时间 ! 上的取值不同，为了

更恰当地评价渐近解和数值解之间的误差，文［3］

在有限个点 ! # !2（ 2 # -，%，⋯，(）定义平均误差，

而不是文［,］在固定点 ! # !! 取值 "令

34.,%5. +,,-, # #+)（ !，!）#
-
("

(

2 # -
+)（ !2，!）

（%-）

其中 !2 是 ! 的取值范围内的点 "

为了验证由改进的 456 法得到的渐近解的阶，

取 3 # -，!2 # 2，2 # -，%，⋯，-!，以及!以步长 ! "

!!7 从 ! "!- 增加到 ! "-，计算出方程（-）的数值解 "

接着取同样的!和 !2 值求出渐近解（--），方程（-1）

中的 $.$%/!（ !，!）用数值解代替 "对于 ) # !，-，%，图

-分别画出 4’2!与 4’2#+（-）! ，4’2#+ - 和 4’2#+（-）% 对应

的 7- 个点，这些点用最小二乘法拟合的直线的斜

率分别为 - "!-8-.，% "!9!..和 7 "!%38.，这与理论上

的斜率 ) $ - # -，% 和 7 相当一致 "

同样地，为了验证由卷积分法得到的渐近解的

阶，取 3 # -，!2 和!值同上，代入方程（-,），（-3）求

出渐近解 "对于 ) # !，-，%，图 % 分别画出 4’2!与

4’2#+（%）! ，4’2#+
（%）
- 和 4’2（%）% 对应的 7-个点，这些点用

最小二乘法拟合的直线的斜率分别为 - "!-8-.，% "

!9!..和 7 "!%%!%，这与理论上的斜率 ) $ - # -，%

和 7 也是相当一致的 "

图 - 用改进的 456法得到的渐近解的数值验证

:;2 " - <=>*?;@A) B*?;C;@AD;’E ’C DF* A(+>GD’D;@ (’)=D;’E ’HDA;E*I H+

DF* >’I;C;*I 456 >*DF’I

图 % 用卷积分法得到的渐近解的数值验证

:;2 " % <=>*?;@A) B*?;C;@AD;’E ’C DF* A(+>GD’D;@ (’)=D;’E ’HDA;E*I H+

DF* @’EB’)=D;’E ;ED*2?A) >*DF’I

可见对于平方非线性振动方程，用改进的 657
法和卷积分法得到的渐近解对小参数都是一致有

效的 "

" 两种方法对大参数的误差的数值比较

文［8］［1］指出对立方非线性振动方程，由改进

的 456法和卷积分法所得到的渐近解不仅对小参

数!，而且对大参数!都是一致有效的 "

对平方非线性振动方程，下面用数值阶验证技

术［,，3］验证这两种方法对大参数的有效性 "为了

简单起见，只取二阶渐近解作为例子 "

对于改进的 456法，取 3 # -，!2 # 2，2 # -，%，

99% 动 力 学 与 控 制 学 报 %!!, 年第 9 卷



⋯，!"，!以步长 " #"!$从 " #!增加到 " #%&，图 ’画出

!与!!（!）( 对应的 ($ 个点 #从图可以看到当! ) " #%

时，误差超过 " #!’ #

对于卷积分法，取 " * !，#$ 和!的值同上，图 %

画出!与!!（(）( 对应的 ($个点 #从图可以看到当! )

" #% 时，误差超过 " #!+ #

图 ’ 用改进的 ,-.法得到的二阶渐近解对大参数的误差

/01 # ’ 23343 45 678 98:4;< 43<83 =9>?@6460: 94AB604; 4C6=0;8< C>

678 ?4<0508< ,-. ?8674< 543 A=318 @=3=?8683

图 % 用卷积分法得到的二阶渐近解对大参数的误差

/01 # % 23343 45 678 98:4;< 43<83 =9>?@6460: 94AB604; 4C6=0;8< C>

678 :4;D4AB604; 0;681=A ?8674< 543 A=318 @=3=?8683

可见对于平方非线性振动方程，用改进的 ,-.

法和卷积分法得到的渐近解对大参数!是无效的 #

事实上，当!" ) " #$ 时，式（!$）是无效的，而当!"

) " #+ 时，式（!+）也是无效的 #

! 结论

对于平方非线性振动方程，用改进的,-.法和

卷积分法得到的渐近解对小参数都一致有效，而且

用卷积分法迭代得到的渐近解是一致收敛的 #但这

两种方法得到的频率的表达式都限制了的取值 #因

此，由这两种方法得到的渐近解对大参数是无

效的 #
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