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作平面运动的二维平面板的热耦合动力学问题"
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摘要 研究受到热冲击的作平面运动的二维平面板的温度场和动力学响应(考虑温度场和应变场的耦合，

通过计算熵密度，建立了平面板的热传导变分方程，此外，在本构关系式中考虑热应变，基于平面应力假设

建立了作平面运动的二维平面板的动力学变分方程(用有限元方法分别对温度场和变形场进行离散(最后，

计算了作直线平动的平面板的温度场和变形场，揭示了温度和变形的相互耦合特征，体现了板运动对温度

和变形的影响(
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引言

在工程实际中，尤其是在机械制造、航空、冶金

以及材料工业中，一些装置处在高温环境中工作，

这些设备所产生的热变形非常显著(在核工业、陶
瓷和冶金等领域中，剧烈的变温现象普遍存在，在

这种情况下变形对温度场的影响变得不可忽略(由
于大多数高温环境下工作的设备并不是静止的，因

此，考虑大范围运动的热耦合问题越来越受到工程

界的重视(
传统的热动力学分析［%，!］是在假定温度变化

是缓慢的情况下，将动力学问题近似当作准静态问

题处理，从而忽视了惯性力的影响(吴恒安［&］等人
计算了在温度变化已知的情况下弹性体的变形和

热应力，认为温度快速变化而产生热冲击时，必须

在动力学方程中考虑惯性力的影响(对于温度剧变
引起的高速变形问题，根据热力学基本定律、材料

本构关系和+,-./0-12自由能公式导出的热传导
方程中将含有应变率，表明温度场受到弹性应变率

的影响(为了研究温度和弹性变形的耦合规律，钱
伟长［)］通过对自由能密度和熵密度的分析，建立了

弹性薄板的耦合热弹性理论的变分原理(3(+04$
4,565$7,/8965，:(;(<4-9.5［*］通过对热耦合动力学
方程的无量纲化和拉普拉斯变换的方法，以薄板为

研究对象对考虑温度和弹性变形耦合的热冲击问

题作了进一步的研究(但是，对于作平面运动的柔

性体耦合热弹性动力学问题，前期工作很少涉及(
=(>(=(?@A9.969.、B(C(+964,6和 D(;(+,E$

E-,8［#］对受热载荷且存在平面运动的柔性体进行了
研究，但未考虑温度和变形的耦合(
本文首先通过自由能密度计算熵密度，建立了

二维平面板的热传导变分方程，同时考虑热应变，

在平面应力假设下建立了作平面运动的二维平面

板的动力学变分方程(然后对该方程进行有限元离
散(最后计算了作直线平动的二维平面板的温度场
和变形场，通过与文献［*］的数值对比验证了温度
和变形的结果正确性，在此基础上对三种情况下的

温度场和变形场进行分析，揭示了温度和变形的相

互耦合特征，体现了板运动对温度，变形和应力的

影响(

! 二维平面板的热耦合动力学变分方程

在三维情况下，温度场变量在笛卡尔坐标系中

满足的热传导变分方程［)］为

!!%"## F"F$%"!%&!$%$（ ）’ ($%$（ ）’［ &

!$%$（ ）) ($%$（ ）) &!$%$（ ）* ($%$（ ）* +

!%# ］, F#+#-!!%%.F-+
#-&!%/（%0+%）F-"" （%）

其中，"是熵密度，可由自由能密度求得；,是物体
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内部的热源密度，! 是即时温度"!#是边界上的给
定热流量，对应于第二类边界条件；$是对流换热
系数，!%所在的项对应于第三类边界条件，在自然
对流条件下，!%是外界环境温度，在强迫对流条件
下，!%是边界层的绝热壁温度"!!是无热变形时

的参考温度"三维柔性体的动力学变分方程为［"］

!&#’"(（)!!$"*!!$")"!!$#!）%(*
"+!#!$$$%+’! （#）

其中，!，"分别为应变和应力列阵，!为柔性体上
任意一点的绝对位移在惯性坐标系下的坐标列阵，

"为体力阵，$$为面力阵"
下面在三维热传导变分方程和动力学变分方

程的基础上，根据平面应力假设，建立作平面运动

的二维平面板的热传导变分方程和动力学变分方

程"图&为作平面运动的二维平面板，,!-!和

,.-.分别是惯性参考系和建立在未变形二维平面

板上的浮动坐标系，（/，0）是平面柔性体上任意一
点在浮动坐标系,.-.下的坐标"

图& 作平面运动的二维平面板

’()*& +,-./%(0123(.245654,172%18).(2)6542480.,(.2

为了求熵密度#，先求自由能密度"在三维问
题中，自由能密度$的表达式［9］为

$’&#%
（&/*&0*&%）#*1（&#/*&#0*

&#2*#&#/0*#&#/2*#&#02）)’(（&/*

&0*&2）)!)"
%
#
（)!）#
!!

（:）

其中，%’ *3
（&**）（&)#*）

，1’ 4
#（&**）

，’’

:%*#1’ 3
（&)#*）

，3是弹性模量，*是泊松比，

%是材料的比热容，(为物体的线膨胀系数，)!为
无热变形时的参考温度!!和即时温度! 之间的
温度差"根据平面应力假设

+2’!，,2/’,/2’!，,20’,02’! （9）

得到

"’%（!)!!），

%’ 3
（&)*#）

& * !

* & !
! ! （&)*）／

%

&

’

(#

（;）

其中

"’［+/ +0 +/0］$，

!’［&/ &0 #&/0］$，

!!’［&/! &0! !］$ （<）

&/!’&0!’()!"将+2’!，&2!’()!和（;）式代

入关系式

&2)&2!’
&
3
［+2)*（+/*+0）］ （"）

得到应变&2的表达式为

&2’)
%
-
（&/*&0）*’-()!

（=）

其中，-’ 3（&)*）
（&**）（&)#*）

’%*#1"将（=）式代

入（:），可求得二维情况下的$的表达式

$’&#%
（&/*&0*&%）#*1（&#/*&#0*

&#2*#&#/0）)’(（&/*&0*&2）)!)

"%
#
（)!）#
!! ’ 3

#（&)*#）
（&/*&0）#*

3
（&**）
（&#/0)&/&0）)

3
（&)*）

5

()!（&/*&0）)
3

#（&)#*）
（&**）
（&)*）

5

（()!）#) "%#!!
（)!）# （>）

相应地，二维情况下熵密度［9］为

#’)
)$
)!’ "%*

(#3（&**）!!
（&)#*）（&)*（ ））5

)!
!!*

(3
（&)*）
（&/*&0） （&!）

将上式代入!&&，二维情况下的热传导变分方程为

!&&’"( (#3（&**）!!
（&)#*）（&)*）

*"（ ）%%!%6!!［ *

!)!)（ ）/ 7)!)（ ）/ *!)!)（ ）0 7)!)（ ）0 )

!!" ］8 %(*"(
(3!!
&)*

%&/
%6（［ *

%&0
% ）6! ］! %()"+#!!!#%+)
"+:!!$（!%)!）%+’! （&&）
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其中第二个积分项即温度与弹性变形的耦合项，它

表明待定温度场不仅与热源、热力学物性常数及换

热边界条件有关，还受到弹性变形应变率的影响，

它将在一定程度上改变物体内热量的传递!
设二维平面板的平面运动规律为已知，即!!

"!!（#）"［$!（#）%!（#）］"，!"!（#），于是，"!!

"!，"!"!!板上任意一点的绝对位移&
!在惯性坐

标系’!(!下的坐标列阵为

!"!!)"（#)$） （#$）

其 中，# " ［$ %］"，$ " ［*# *$］"，" "
%&’!（#） +’()!（#）

’()!（#） %&’!（#
［ ］

）
!令"%"

! +#［ ］
# !
，对!求

变分得到

"!""!!)"!""%（#)$）)""$"""$（#*）
对!关于时间求两阶导数得到
&!"&!!),!""%（#)$）+-!$"（’)(）)

$-!""%)$)"&$ （#+）
根据应变与变形的关系式

!"

#$
#%
$#$

#

$

%

&%

"*$，

*"

*#
*$
*

#

$

%

&*

"

’／’$ !
! ’／’%
’／’% ’／’

#

$

%

&$

（#,）

得到应力列阵与应变列阵的关系

""+!++!!"+*$++!! （#-）
将上式代入动力学变分方程，有

".$"(/（+"$"*"+*$)"$""",）./)
(/"$"*"+!!./)(0")$"""*-.0+
(/$"$"（""&!!),!"%（#)$）+-!$（#)
$）)$-!"%)$)&$）./"! （#/）

其中，!为物体任一点的实际应变坐标阵，!!（1+

1!）［% % !］"而为该点不受约束自由热膨胀所

产生的应变坐标阵!其中分离出的第二个积分项即
耦合项，它表明变形受到温度变化的影响!

" 有限元离散的热耦合动力学方程

用有限元法分别对温度场和变形场进行离散!
将平面板分为个单元，板上任意一点的温度和变形

分量可表示为1"1!).!/!，$"./，其中，/!
表示节点温度变化的坐标列阵，/表示节点变形的
坐标列阵，将上式代入（##）和（#/），可以得到二维
平面板有限元离散的热传导方程和动力学方程如

下

0#)/!)1#/!)2#)/"-# （#0）

0$&/)3$)/)1$/)12/)2$/!"-$
（#1）

以上两式中各系数矩阵分别定义为

0#"(/（$3) 4（#)&）
（#+$&）（#+&）

%$1!）5

."!.!./ （$!）

1#"(/ 6’.
"
!

’$
’.!
’$ )6

’."!
’%
’.!
’（ ）% ./)

(0*7.
"
!.!.0 （$#）

2#"
%41!
#+&(/."!（*#)*$）../，

-#"(/$8."!./)(0$)9.
"
!.0)(0*713.

"
!.0

（$$）

0$"(/$."../，3$"$-!(/$.""%../
（$*）

1$"(/."*"+*../，
1."(/$."（,!"%+-!$%）../ （$+）

2$"+(/."*"+［% % !］".!./ （$,）

-$"(/."（+$""&!!+$,!$#)$-!$#)
"",）./)(0（*."""*-）.0 （$-）

# 热耦合动力学仿真计算

考虑图$所示的模型!弹性平板一端自由，一
端与作直线平动的刚体固接!设:;为建立在未变
形的平动刚体上的连体坐标系’;(;的原点，其关
于绝对坐标系’!(!的坐标阵为

!!（#）"
$!（#）

%!（#

#

$

%

&）
"
<%&’’#［ ］
!

（$/）

引入如下无量纲变量

("
$
)
；*"%)
；=#"

#>#
)
；=+")’>#

；=,?@"
,?@
-1!
（$0）
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图! 作直线平动的二维平面板

"#$%! &’()*+#,-./#).01210’-3.+-4$)#.$’40./10’#).01,)’#).

!"#$
（!%!&）"#
"#’5
（#$6，!）；

!($
（!%!&）(
"#’5

；!’$
’)’5
’5

（!7）

其中"$*／（$+,6）是长度的无量纲化系数，,6定

义为,6$ （!%!&）／! $，%，&，!-，!’，!(#.，!"#，!(，!’
分别为对应于/，0，时间-，圆频率)，应力(#.，变
形"#，(和温度’的无量纲变量1#$*2／（6)+）

为温度应力模数，引入,$
’5#!

$+（!%!&）
作为衡量

耦合程度的量，可见无热变形时的参考温度’5与

,之间是正比例关系，可以通过调节’5的大小来
调节,的大小，一般情况下’5取室温!581对于
作直线平动的二维平面板，,（-）$51考虑平面板
的绝热和无对流的边界条件，且无内热源，方程

（69）和（67）中，3$5，4$5，5$5，于是，!6$

!1设"#$#5／’5，"#$
（!%!&）
"#’5 #，无量纲的有限

元离散的热传导方程和动力学方程为

"$6"#
·

5%"%6"#5%"&6"#$! （:5）

"$!"#
;

%"%!"#%"&!"#5$"!! （:6）

其中

"$6$"6（6%-,）’<5’5+%+&，
-$（6)+）!／（6)!+）! （:!）

"%6$"6 #’
<
5

#%
#’5
#%
%
#’<5
#&
#’5
#（ ）& +%+&（::）

"&6$,"6’<5（"(6%"(!）’+%+&，
"(6$［#／#% 5］，"(!$［5 #／#&］ （:=）

"$!$"6’<’+%+&，"%!$"6’<"(<")"(’+%+&
（:>）

")$)／（!%!&），"($［"(<6 "(<! "(<:］<，
"(:$［#／#& #／#%］ （:?）

&!$)."7’<"(<")［6 6 5］<’5+%+&，

.$
（6)+）!
（6%+）（6)!+）

（:@）

!!$"6’<（*<"+
;

5）+%+&，"+
;

5$!(!’!A)/!’!-

（:9）
平面板的无量纲长和宽均为65，材料泊松比

为51:1自由端的无量纲温度为已知函数!’（!-）$
>!-8)!!-，而且没有其他形式的热交换，则可以通过如
下方法处理自由端的第一类边界条件：令"# $
［"#56 "#5!］<，"$6 $ ［"$66 "$6!］，"% $
［"%66 "%6!］，其中，"#56$"#56（",）为已知的自由端

的温度列阵，"#5!为其它节点的温度列阵；式（:6）
可写成

"$6!"#
·

5!%"%6!"#5!%"&6"#$)"$66"#
·

56)"%66"#56
（:7）

为验证本文工作的正确性，先不考虑板运动以

及热耦合影响，即取!($5，,$5，将温度和位移
曲线与B%C)//-#.#*<-D40.#和E%F%G/10,#［>］算得
的结果进行比较，如图:和图=所示，,(表示本文
工作，4-H为B%C)//-#.#*<-D40.#和 E%F%G/10,#的
计算结果1图:为平板中线上各点（0$5）在!-$:
和!-$?时的无量纲温度沿%的分布规律，图=为
平板在中线上各点在!-$:和!-$?时的无量纲纵
向变形!"6沿%的分布规律1可见，本文与文献［>］
的计算结果吻合，从而验证了本文模型的正确性1

图: 不考虑热耦合时温度分布

"#$%: I),204#/).)H’D-+#,-./#).1-//’-,2-40’34-

0’’D-,#++1-)H’D-210’-
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图! 不考虑热耦合时变形位移分布

"#$%! &’()*+#,’-’./012#(1-,#’-31,,*4#*32#,)3*51(1-/

*//01(#2231’./01)3*/1

为了分别考察热耦合和板运动对温度场

和位移场的影响，我们分三种情况讨论：

6）无运动条件下热耦合分析
在这种情况下，!"#7，$#7%6%图8和图9分

别是无量纲温度场和位移场的分布情况%由图8可
见，!&#:时，温度的峰值较大，峰值点位于!#
6%!，当!&增大到!&#9时，此时自由端的温度已经
降为7，温度曲线相对平缓，峰值减小，峰值点向前
移动到!#;%<，从而体现了热传导效应%由图9可
见，由于弹性波的传播，变形位移曲线的峰值点也

随着!&增大向前移动，变形位移在固定端!#67处
为零%此外可以发现，当!&#:时，温度的峰值点位
于!#6%!，由于位于!!;%<的节点的温度较高，
热膨胀效应使位于!#;%<的节点的变形位移为
正，当!&增大到!&#9时，温度的峰值点到达!#
;%<，由于位于!";%<的节点的温度升高，热膨胀
效应使位于!#;%<的节点的变形位移为负%

图8 热耦合效应对温度分布的影响

"#$%8 &’()*+#,’-’./012#(1-,#’-31,,/1()1+*/=+1

*//01(#2231’./01)3*/1

图9 热耦合效应对变形位移分布的影响

"#$%9 &’()*+#,’-’./012#(1-,#’-31,,*4#*32#,)3*51(1-/

*//01(#2231’./01)3*/1

比较$#7%6和$#7的温度和变形位移结
果发现，无论是!&#:还是!&#9，耦合曲线的峰值
都低于不耦合的曲线%由于一部分热能转化为变形
能，因此，在考虑温度和变形耦合的情况下（$#7%
6），实际的温度值较$#7时小，此外，变形对温度
的影响引起温度曲线的波动，变形越大，波动越明

显%图9表明，变形也受到温度的影响，在考虑温度
和变形耦合的情况下，由于温度变化比较平缓，变

形位移曲线也趋于平缓，且峰值较小%
;）无热耦合条件下板运动的影响
取!"#’ #>9%8:，!"#;，$#7，图?是考

虑和不考虑板运动时板中线的无量纲温度沿!分
布的比较，图中可见，板运动对温度场的分布没有

产生影响，这是因为在不考虑热耦合的情况下，板

运动所引起的变形不会对温度场产生影响%图<是
考虑和不考虑板运动时板中线的无量纲变形位移

沿!分布的比较，由图可见，板运动对位移场的影
响是明显的，因为与板运动平动加速度有关的惯性

力引起了变形位移场的波动，而在固支端由于受到

挤压，效果尤为明显%
:）板运动和热耦合的影响
取!"#’ #>9%8:，!"#;，$#7%6，图>和

图67是考虑和不考虑板运动时板中线的无量纲温
度和变形位移沿!分布的比较%由图中可见，由于
考虑了温度和变形的耦合，板运动不仅影响变形位

移的分布，也影响了温度的分布%比较图?和图>，
图<和图67可以发现，热耦合效应对变形的影响较
小，而对温度的影响比较明显，当!&#:时，板运动
对温度的影响主要体现在固支端附近，这与板运动
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对变形的影响主要集中在固支端附近相一致，此

外，可以由图!可以看出，随着!"增大到!"#"，板运
动对温度的影响逐渐向自由端扩展$

图# 平均加速度对温度分布的影响（%#$）

%&’(# )*+,-.&/*0*12345&+40/&*064//24+,4.-27.4

-2234+&5564*1234,6-24（%#$）

图8 平均加速度对变形位移分布的影响（%#$）

%&’(8 )*+,-.&/*0*12345&+40/&*064//-9&-65&/,6-:4+402

-2234+&5564*1234,6-24（%#$）

图! 平均加速度对温度分布的影响（%#$$;）

%&’(! )*+,-.&/*0*12345&+40/&*064//24+,4.-27.4

-2234+&5564*1234,6-24（%#$$;）

图;$ 平均加速度对变形位移分布的影响（%#$$;）

%&’(;$ )*+,-.&/*0*12345&+40/&*064//-9&-65&/,6-:4+402

-2234+&5564*1234,6-24（%#$$;）

图;;和图;<所示，比较!#=处在!"#$"
;$时间历程中，分别考虑耦合项和板运动以及同
时考虑两者影响时，板中线的无量纲温度和变形位

移的分布$由图可见，耦合项对温度分布的影响在
!"#=""表现得最明显，这是因为这段时间受温
度变化影响明显，而由于远离固支端而受板运动的

影响较小，与之前对!"#=和!"#"的分析相符合$
板运动对温度的影响则在!"#"";$表现得比较
明显，而对变形位移的影响则在整个过程有体现，

影响的程度和形式取决于板运动的强度和形式$
>）应力分析
图;=和图;>是!"#=和!"#"时分别考虑耦

合项和板运动以及同时考虑两者影响时板中线的

无量纲应力沿!分布的比较$由图中可见，由于耦
合项和运动影响变形位移的分布，因此也影响了应

图;; !"#$";$耦合项和板运动对温度分布的影响（!#=）

%&’(;; )*+,-.&/*0*12345&+40/&*064//24+,4.-27.4

-2!"#$";$（!#=）
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图!" !"##!!#耦合项和板运动对变形位移分布的影响（"#$）

%&’(!" )*+,-.&/*0*12345&+40/&*064//-7&-65&/,6-84+402

-2!"##!!#（"#$）

图!$ 耦合项和板运动对温度分布的影响（!"#$）

%&’(!$ )*+,-.&/*0*12345&+40/&*064//-7&-6/2.4//

-2234+&5564*1234,6-24（!"#$）

图!9 耦合项和板运动对变形位移分布的影响（!"#:）

%&’(!9 )*+,-.&/*0*12345&+40/&*064///2.4//

-2234+&5564*1234,6-24（!"#:）

力的分布$由于耦合项的影响使得位移变形的峰值

变小，因此考虑耦合项的应力分布曲线的峰值也相

应的偏小$由图可见，板运动对应力的影响同对位
移的影响相一致，在图!$中，在固支端处，板的运
动对应力的干扰比较明显；而在图!9中，随着!"增
大到!"#:，板运动对应力的影响逐渐向自由端扩
展$由于弹性波的作用，以及未考虑阻尼，应力曲线
呈现了一定的微幅振动$

! 结论

本文提出了作平面运动的二维平面板在动态

热载荷作用下求解响应的有限元方法，在建模过程

中考虑了弹性变形和温度的耦合$计算了三种情况
下的平动二维平板的温度场和变形位移场和应力

场，得到了以下结论：

（!）在不考虑温度和变形位移耦合的情况下，
板运动的影响仅限于变形位移，对温度不产生任何

影响$
（"）在考虑温度和变形位移耦合的情况下，温
度曲线变化比较平缓，峰值较小，符合部分热能转

化为变形能的实际情况$此外，变形对温度的影响
表现为温度的明显波动$
（$）在考虑温度和变形位移耦合的情况下，板
运动不仅对变形位移，也对温度产生影响，引起温

度曲线的波动$
（9）由于耦合项和板运动影响变形的分布，因
此也影响了应力的分布$考虑耦合项的应力分布曲
线的峰值偏小，在固支端处，板运动对应力的干扰

比较明显$
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